
Школьный этап Всероссийской олимпиады школьников 

по математике 

2016-2017 учебный год 

11 класс 
ОТВЕТЫ и СИСТЕМА ОЦЕНИВАНИЯ
* Максимальное количество баллов - 35

11.1  За лето однокомнатная квартира подорожала на 21%, двухкомнатная — на 11%, а суммарная стоимость квартир — на 15 %. Во сколько раз одно​комнатная квартира дешевле двухкомнатной?
Ответ. В полтора раза.

Решение. Пусть однокомнатная квартира стоила а рублей, двухкомнатная — в рублей. Тогда из условия задачи следует, что 1,21а + 1,11в = 1,15(а + в),    откуда     1,5 а = в.

 Критерии проверки.

· Любое полное верное решение — 7 баллов.

· Получено нужное уравнение с двумя переменными, а далее из уравнения сделаны неверные выводы или не сделано никаких выводов, — 3 балла.

· Решение, в котором рассмотрены конкретные цены квартир, — 2 балла.

· Только верный ответ — 0 баллов.
11.2  Решить в целых числах уравнение: 
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Ответ. x = 2, y = 1 и  x = −2 , y = −1
Решение. Разложением на множители получим 
[image: image2.wmf](
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, заметим, что в данном случае мы ничего не прибавляли к обеим частям уравнения. Так как число 13 – это 13·1, 1·13, −13·(−1), −1·(−13) , то мы получаем совокупность четырех систем:
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Решая системы выражением одной переменной через другую, получаем, что системы (2) и (4) решений в целых числах не имеют, а ответами систем (1) и (3) являются соответственно x = 2, y = 1 и  x = −2 , y = −1 .
Критерии проверки.

· Приведена хотя бы одна пара значений с обоснованием и показано, что она удовлетворяет данному условию — 4 баллов.

· Приведены обе пары чисел, более ничего не обосновано— 1 балл.

11.3   Может ли сумма 2015 последовательных натуральных чисел оканчиваться той же цифрой, что и сумма следующих 2019 чисел?
Ответ. Не может.

Способ 1 (поиск чисел). Пусть сумма чисел от а до а + 2014 оканчивается той же цифрой, что и сумма чисел от а + 2015 до а + 4033. Тогда кратна 10 разность между этими суммами, равная

2015 • (а + а + 2014) _ 2019 • (а + 2015 + а + 4033) =

2
2 
= 2015 • (а +1007) - 2019 • (а + 3024) = -4а + 2015 · 1007 - 2019 · 3024.

При любом значении а разность нечётна, т. е. не может делиться на 10. Противоречие.

Способ 2 (сразу чётность). Среди 2015 + 2019 = 4034 подряд идущих натуральных чисел 2017 нечётных чисел, то есть их количество нечётно. В одну сумму попадает чётное число нечётных чисел, а в другую — нечётное. Значит, указанные суммы будут разной чётности, т. е. не могут оканчиваться на одну

цифру.

Комментарий. Обратите внимание: может оказаться, что первая сумма чётная, а вторая — нечётная, а может быть и наоборот.

Критерии проверки.

· Любое верное решение — 7 баллов.

· Высказаны верные мысли о разной чётности сумм, но они недостаточно обоснованы или выводы не сделаны — до 3 баллов.

· Только ответ — 0 баллов.

11.4  Учительница Мария Ивановна готовит задания для урока математики. Она
хочет в уравнении 
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 вместо а, в  и с поставить три различных

натуральных числа, чтобы корни уравнения были целыми числами. Помогите ей: подберите такие числа и решите уравнение.

Решение. Таких уравнений много, достаточно привести одно из них. Например, корнями уравнения
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являются числа 0 и -5.

Комментарий. Уравнение, приведённое в решении, можно подобрать. Рассмотрим равенство
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Можно сразу взять с = 2 и сделать так, чтобы один из корней был равен 0. Получаем данное выше уравнение. Остаётся проверить, что у него второй корень также является целым числом.

Из рассуждений, приведённых ниже, следует, что второй корень обязательно будет целым. Действительно, решение данного уравнения сводится к решению приведённого квадратного уравнения с целыми коэффициентами. Из теоремы Виета следует, что если один его корень целый, то и другой тоже целый. Как провести целенаправленный поиск таких чисел а, Ъ и с? Данное уравнение приводится к квадратному уравнению

х2 + (а + в - 2с) · х + (ав - ас - вс) = 0.

Его дискриминант равен (а - в)2 + 4с2. Нужно подобрать такие числа, чтобы дискриминант был равен квадрату целого числа. Это можно сделать, вспомнив

 «пифагоровы» тройки, например 3² + 4² = 5² или 5²+ 12² = 13² . В первом случае можно взять с = 2, а - в = 3. Тогда
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При а = 6, в = 3 имеем х1 = 0, х2 = -5. Так получаем уравнение, приведённое выше:
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Во втором случае аналогично возьмём с = 6, а = 7, в = 2. Получаем уравнение


[image: image9.wmf]6

1

2

1

7

1

=

+

+

+

х

х


корни которого — числа -5 и 8. Критерии проверки.

· Полное решение — уравнение с конкретными значениями а, в и с, которое решено и найдены его корни, — 7 баллов.

· В решении приведено подходящее уравнение без решения (или решённое неверно), жюри проверило, что оно подходит, — 3 балла.
11.5  Дан куб.  А, В и С — середины его рёбер (см. рисунок). Чему равен угол АВС?
[image: image10.emf]
Ответ. 120
[image: image11.wmf]0

.

Решение. 1 способ. Проведем диагонали DЕ||ВС и ЕF||АВ и пусть К -точка на продолжении диагонали DЕ за точку Е (см. рис.). Тогда 
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АВС=
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FЕК.   Но   треугольник   DEF -  равносторонний, поэтому
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, а значит, 
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FЕК=120°.

2 способ. Введем систему координат с началом в точке О, осями Ох, Оу и Оz, сонаправленными векторам 
[image: image16.wmf]ОМ

, 
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 и 
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 соответственно и пусть ребро куба равно 2. Тогда А(0;0;1), В(1;0;2), С(2;1;2). Поэтому 
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 (-1; 0; -1), 
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 =
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, 
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 (1; 1; 0), 
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 =
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 . Теперь найдем двумя способами скалярное произведение векторов 
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 и 
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:
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·
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 =(-1)·1+0·1+(-1)·0= -1 и 
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·
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 =
[image: image31.wmf]2

·
[image: image32.wmf]2

- сов АВС. Из этих двух равенств получается, что соs АВС= -0,5, т.е. угол АВС равен 120°.

3 способ. Пусть ребро куба равно 1. Тогда по теореме Пифагора АВ=ВС=
[image: image33.wmf]2
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 и АС=
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 . Теперь по теореме косинусов из треугольника АВС находим, что соs АВС= -0,5.
Критерии проверки.

· Получен верный ответ со всеми обоснованиями - 7 баллов.
· Ход решения правильный, но ответ неверен из-за арифметической ошибки - 5 баллов.
· Получен ответ 60о - 4 балла.
· Только ответ (в том числе - верный) - 0 баллов.




















_1535012606.unknown

_1535013011.unknown

_1535013079.unknown

_1535014205.unknown

_1536084016.unknown

_1535013153.unknown

_1535013395.unknown

_1535013418.unknown

_1535013355.unknown

_1535013096.unknown

_1535013052.unknown

_1535013031.unknown

_1535012828.unknown

_1535012870.unknown

_1535012963.unknown

_1535012794.unknown

_1535012375.unknown

_1535012518.unknown

_1535012551.unknown

_1535012503.unknown

_1535010831.unknown

_1535010966.unknown

_1535010598.unknown

_1535005165.unknown

_1535010499.unknown

