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 НАДО ПОБОРОТЬ 
СТРАХ 
МАТЕМАТИКИ

Л. РОСЛОВА

 Американские ученые провели иссле-
дование и обнаружили, что у 20% населения США имеет 
место  быть такой синдром, как «страх математики». То есть 
если им предлагают выполнить несложные арифметические 
вычисления, у них потеют ладони, учащается сердцебиение, 
возникает неконтролируемый страх, в общем, налицо все 
признаки стресса. 

Не знаю, как в числовом выражении могли бы отличаться от 
американских результаты этого исследования по нашей стра-
не, однако, по моим нерепрезентативным наблюдениям, явле-
ние это и у нас имеет место. Еще моя бабушка рассказывала, 
какой ужас накатывал на нее в школе на уроках математики. 
Во время моей учебы в университете она, как правило, плохо 
спала перед моими экзаменами, у нее поднималось давление. 
И уже после первой сессии она взмолилась: «Не говори мне, 
пожалуйста, заранее об экзамене по математике, а то я до ди-
плома не доживу. О других — можно». Других экзаменов поч-
ти не было, поэтому я всегда звонила после того, как сдала, 
чтобы сообщить о результате. 

Кстати, те же ученые доказали, что страх по наследству не 
передается. И мой пример — в их копилку.

При этом в моей «коллекции» есть немало историй, ког-
да у людей, далеких от математики, в памяти сохранились 
исключительно позитивные эмоции, связанные с решени-
ем какой-нибудь задачи. Эти эмоции порождались счастьем 
открытия и преодоления интеллектуального препятствия. 
А задачи, как правило, были самыми рядовыми, ничем не 
примечательными. 

Из этого я позволю себе сделать вывод, что не столь важно 
содержание математического образования, столь важен про-
цесс его освоения. И если бы мне сейчас была предоставлена 
возможность отредактировать ФГОС, я бы вставила следую-
щее требование: изучение предметной области «Математика 
и информатика» должно обеспечить позитивное отношение 
к математике и стрессоустойчивость к решению математиче-
ских задач. Кстати, для проверки его достижения не нужно 
придумывать сложных критериев — достаточно проверить, 
не вспотели ли ладони выпускника. И нужен ли тогда базо-
вый ЕГЭ? Ведь он проверяет умение решать задачи на чтение 
графика температур и «почем кило клубники», а это некое 
содержание, на пути освоения которого снова будут потеть 
ладони.

К материалам, обозначенным этим символом, есть дополнительные материалы в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru
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 КАК ДЕЛАТЬ 
НАГЛЯДНЫЕ 
РИСУНКИ 
ПО СТЕРЕОМЕТРИИ

С. ГАЛКИН,
smgal@bk.ru,

г. Новоуральк, Свердловская обл.

 Довольно часто мы, учителя, не уделяем до-
статочного внимания технике выполнения рисунков по стереомет-
рии, надеясь, что в процессе решения задач у учащихся будет до-
статочно образцов и они рано или поздно научатся делать хорошие 
рисунки к задачам. Как правило, рисунки учащихся на первых 
уроках по стереометрии получаются неудачными, они не всегда пе-
редают ощущение пространства. В учебнике «Геометрия, 10–11» 
под редакцией Л.С. Атанасяна в приложении 1 приведены правила 
изображения пространственных фигур, основанные на параллель-
ном проектировании (проецировании). Однако с этим материалом 
учащиеся знакомятся после изучения темы параллельности пря-
мых в пространстве. Но даже после знакомства с правилами парал-
лельного проектирования (проецирования), применяемыми для 
изображения пространственных фигур, ситуация не становится 
лучше. Для выхода из создавшейся ситуации я предлагаю учени-
кам связывать условие задачи с рисунком, на котором изображе-
на пирамида или прямоугольный параллелепипед (к 10-му классу 
учащиеся имеют достаточный опыт для визуального распознава-
ния этих геометрических тел). Для осознания проблемы учащими-
ся я предлагаю им сделать рисунки к двум задачам.

Задача 1. Точка М не лежит в плоскости треугольника АВС, 
K — середина отрезка МВ. Каково взаимное расположение пря-
мых МА и СK?

Задача 2. Точка М не лежит в плоскости параллелограм-
ма АВСD, K — середина отрезка МА. Каково взаимное расположе-
ние прямых DK и СK?

2 31

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru 
(Приложения 1—4.)
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Условия этих задач демонстрируются учащим-
ся с помощью презентации (приложение 1).

Организовать эту работу можно по-разному. 
Можно предложить выполнить рисунок к каж-
дой задаче всем ученикам. Во время выполне-
ния рисунков учитель ходит по классу и наблю-
дает за процессом, чтобы потом сделать коммен-
тарии, отметить учащихся, сделавших удачные 
рисунки. Для экономии времени можно дать эти 
задачи решить «по вариантам». Можно органи-
зовать групповую работу над этими задачами 
с последующим обзором результатов групп через 
документ-камеру или через вывешивание работ 
на листе формата А3 на доске.

После выполнения рисунков учащимися 
проводится их анализ с позиции наглядности. 
Учитель демонстрирует (см. дополнительные 
материалы к номеру в личном кабинете) при-
меры неудачных рисунков (некое обобщение ре-
альных рисунков учащихся). 1

Учащиеся сравнивают свои работы с рисунка-
ми на слайде. Материал слайда подается учите-
лем частями, чтобы можно было организовать 
проблемный диалог с целью выяснения причин 
неудачных рисунков. [Не передают ощущения 
пространства]. Затем ученикам нужно показать 
примеры удачных рисунков и в диалоге выяс-
нить, за счет чего они получились более нагляд-
ными: на рисунках изображены пирамиды, ко-
торые передают ощущение пространства, а усло-
вие задачи связано с этими фигурами. 2

Таким образом, учащиеся приходят к просто-
му выводу, позволяющему делать рисунки более 
наглядными: нужно связывать условие задачи 
с рисунками пирамид или параллелепипедов. 3

Однако рисунки пирамид и параллелепипе-
дов также нужно делать наглядными. Для этого 
учащимся показываются возможные варианты 
изображения пирамид и параллелепипедов, ко-
торые можно использовать при решении очень 
многих задач. Особо следует обратить внимание 
учащихся на взаимное расположение указанных 
на рисунке точек (вершин многогранников) друг 
относительно друга по клеточкам.

После этого учащимся демонстрируется по-
следовательность действий при выполнении ри-
сунков. На слайдах 4  – 8  в динамике показано 
построение тетраэдра и даны рекомендации по 
построению.

Рекомендации выдерживать размеры фигур 
по клеточкам имеют под собой определенные 
основания. Зная, как строить тетраэдр или па-
раллелепипед по клеточкам, ученик быстрее вы-
полняет рисунки, не тратя времени на обдумы-
вание. Размеры фигур (по клеточкам) заранее 
подобраны таким образом, чтобы они удовлетво-
ряли нескольким требованиям:

• рисунок должен быть не слишком большим и 
не слишком маленьким (большинство учащихся 
делают мелкие рисунки, на которых затрудни-
тельно выполнять дополнительные построения);

• грани должны хорошо просматриваться;
• длины ребер должны быть такими, чтобы 

легко, без измерительных инструментов нахо-
дить их середины (например, используя теорему 
Фалеса);

• рисунок тетраэдра, после знакомства с пра-
вильной пирамидой, должен изображать пра-
вильную треугольную пирамиду, ее высота 
должна изображаться вертикальным отрезком, 
что должно создавать ощущение перпендику-
лярности прямой к плоскости основания, а углы 
между ребрами и плоскостью основания, углы 
между боковыми гранями и плоскостью основа-
ния — хорошо просматриваться (рис. 1)

Рис. 1

3 4 5 6
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После обсуждения рекомендаций по построе-
нию треугольной пирамиды в таком же ключе 
даются рекомендации по построению четырех-
угольной пирамиды, где ABCD — параллело-
грамм или его частные случаи: прямоугольник, 
ромб, квадрат. При этом следует обратить вни-
мание учащихся, что прямоугольники, ромбы 
и квадраты при выполнении рисунков следует 
изображать параллелограммами общего вида, об 
этом они узнают после знакомства с правилами 
параллельного проектирования, используемы-
ми при изображении пространственных фигур 
на чертеже. 9

Ясно, что рисунок пирамиды справа можно 
будет использовать, когда по условию прямая 
или отрезок (SB) перпендикулярны плоскости 
параллелограмма (ABCD). Рисунок пирамиды 
слева в дальнейшем будет рисунком правильной 
четырехугольной пирамиды.

Для осознания важности соблюдения реко-
мендуемых размеров рисунков (точнее, взаим-
ного расположения вершин изображаемых мно-
гогранников) и для активизации мыслительной 
деятельности учащимся предлагаются рисунки 
пирамид (удачные и не очень удачные), и они 
должны выбрать лучший из них, приведя соот-
ветствующие обоснования. 10 , 11  Мнения уче-
ников можно выявить путем голосования через 
поднятие рук. 

Такая организация деятельности учащихся 
дает им возможность научиться делать качествен-
ные рисунки к задачам уже с первых уроков сте-
реометрии, еще до знакомства с правилами изо-
бражения пространственных фигур методом па-
раллельного проектирования. Использование же 
презентации  существенно экономит время урока.

Для скорейшего овладения навыками выпол-
нения хороших рисунков при решении задач 
можно обеспечить учащихся образцами рисун-
ков пространственных фигур — своеобразными 
памятками, с которыми нужно связывать усло-
вие решаемой задачи. Как отмечалось выше, для 
этой цели подойдут рисунки пирамид и паралле-
лепипедов (рис. 2).

После знакомства с правильной пирамидой 
при выполнении рисунков нужно обратить вни-
мание учащихся на некоторые особенности, свя-
занные с правильными пирамидами.

а) 

б) 

в) 

 
Рис. 2

Во-первых, при выполнении рисунков долж-
ны соблюдаться правила параллельного проек-
тирования, которые в сжатой форме могут вы-
глядеть так: при параллельном проектировании 
не сохраняются размеры и углы, но сохраняются 
параллельность прямых и пропорциональность 
отрезков, лежащих на параллельных прямых 
или на одной прямой. В частности, точка, явля-
ющаяся серединой отрезка, на проекции отрезка 
также должна быть его серединой. Отсюда следу-
ет, что проекцию медианы треугольника нельзя 

7 8 9

М
Е

Т
О

Д
О

Б
Ъ

Е
Д

И
Н

Е
Н

И
Е

 /
 М

Е
Т

О
Д

И
Ч

Е
С

К
И

Й
 С

Е
М

И
Н

А
Р

Т
Е

М
А

 Н
О

М
Е

Р
А

: 
В

О
З

Р
О

Ж
Д

А
Е

М
 Г

Е
О

М
Е

Т
Р

И
Ю

—
 И

 Б
А

З
О

В
У

Ю
, 

И
 П

О
В

Ы
Ш

Е
Н

Н
У

Ю



77  МАТЕМАТИКА    декабрь    2015  

изображать произвольно, как это можно сделать 
в некоторых случаях для высоты и биссектрисы 
треугольника.

Во-вторых, необходимо соблюдать определен-
ную последовательность при выполнении рисун-
ка: сначала изображаем основание пирамиды, 
затем центр основания, высоту пирамиды и по-
том боковые ребра (рис. 3). 

Рис. 3

Нарушение этой последовательности приво-
дит к рисункам, в которых высота пирамиды 
изображена не в виде вертикального отрезка, 
что не создает ощущения перпендикулярности 
отрезка, изображающего высоту, к плоскости 
основания пирамиды. Конечно, такие рисунки 
смотрятся хуже, чем рисунки, выполненные в 
той последовательности, о которой говорилось 
выше.

Очевидно, что продемонстрировать все шаги 
при построении правильных пирамид проще 
всего с помощью презентации. Результатом 
работы с презентациями могут быть распе-
чатки образцов рисунков правильных пира-
мид, выполненных в динамике их построения 
(рис. 4–5).

В дополнительных материалах к статье вы 
можете ознакомиться с презентациями по изо-
бражению правильных пирамид: треугольной и 
четырехугольной (приложения 2 и 3).

Особая сложность связана с изображени-
ем правильной шестиугольной пирамиды. 
Некоторых фактов, относящихся к правильному 
шестиугольнику, учащиеся могут не помнить. 

Рис. 4

Рис. 5

Поэтому необходимо актуализировать эти 
знания, используя плакаты или презентации. 
Последовательность шагов при изображении 
проекции правильного шестиугольника приоб-
ретает особую значимость, поскольку позволяет 
избежать ошибок, связанных с правилами па-
раллельного проектирования (рис. 6). 

Поскольку правильный шестиугольник 
ABCDEF состоит из трех равных ромбов, ABOF, 
BCDO, DEFO, то строить проекцию шестиуголь-
ника следует с изображения проекции ромба 
ABOF в виде произвольного параллелограмма и 
затем, удваивая длины отрезков AO, BO, FO (это 

9 10 11 12
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половинки диагоналей AD, BE, CF), получить 
проекции вершин C, D и E. Осталось провести 
отрезки BC, CD, DE, EF и получить проекцию 
правильного шестиугольника ABCDEF. 

Рис. 6

Чтобы рисунок хорошо смотрелся, очень важ-
но продумать взаимное расположение вершин 
проекции шестиугольника относительно друг 
друга по клеточкам. Эту работу должен взять 
на себя учитель, поскольку учащиеся не имеют 
опыта выполнения таких рисунков и им потре-
бовалось бы много времени для поиска опти-
мального расположения вершин шестиугольни-
ка относительно друг друга.

При демонстрации приложения 4 (см. допол-
нительные материалы в личном кабинете) учи-
тель повторяет с учениками основные факты, 
связанные с правильным шестиугольником. 12

Затем обобщает свойства параллельного про-
ектирования (проецирования) при изображе-
нии пространственных фигур, изложенные 
в учебнике Л.C. Атанасяна «Геометрия, 10–11» 

в приложении I. 13  Эти свойства необходимы для 
изображения проекции основания пирамиды — 
правильного шестиугольника. 

Далее в динамике и с комментариями демон-
стрирует этапы построения проекции правиль-
ного шестиугольника 14  и примеры использова-
ния изображения проекции. 15

Таким образом, организация деятельности 
учащихся, направленная на осознание ими клю-
чевых моментов при выполнении рисунков про-
странственных фигур, позволит им изображать 
эти фигуры правильно и наглядно, что в свою 
очередь повышает удовлетворенность от выпол-
ненной работы, а это ступенька в повышении мо-
тивации к учению — необходимого условия для 
формирования личностных результатов обуче-
ния. Применение же презентаций позволит эф-
фективно использовать время урока, в динамике 
демонстрировать учащимся основные этапы вы-
полнения наглядных рисунков по стереометрии, 
а листы-памятки с их образцами позволят уча-
щимся быстро и качественно выполнять анало-
гичные рисунки при решении задач.
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 О НАИМЕНЬШИХ 
ЗНАЧЕНИЯХ 
ПЛОЩАДЕЙ 
В ГЕОМЕТРИИ

Е. ПОТОСКУЕВ,
potoskuev39@gmail.com,

г. Тольятти, Самарская обл.

Вопросы об общем перпендикуляре двух скрещивающихся пря-
мых, о кратчайшем расстоянии между ними относятся к одному из 
наиболее сложных в изучении взаимного расположения прямых и 
плоскостей в пространстве. Вместе с тем с вычислением расстоя-
ния между двумя скрещивающимися прямыми связаны решения 
многих задач на нахождение наибольшего и наименьшего значе-
ний площади и объема геометрических фигур, поэтому этот вопрос 
заслуживает самого серьезного изучения на примере решения за-
дач различного уровня сложности.

Учащимся следует понимать и знать, что для нахождения рас-
стояния между двумя скрещивающимися прямыми необязательно 
строить их общий перпендикуляр (что часто не так просто сделать 
графически), а можно поступить иначе. 

Если a и b — данные скрещивающиеся прямые, то бывает доста-
точно применить один из трех следующих методов. 

а) Провести (или «увидеть» уже построенные) через прямые a и 
b параллельные плоскости. Тогда расстояние от любой точки одной 
из этих плоскостей до другой плоскости равно расстоянию меж-
ду a и b.

б) Провести (или «увидеть» уже проведенную), например, через 
прямую a плоскость α, параллельную прямой b. Тогда расстояние 
от любой точки прямой b до плоскости α равно расстоянию меж-
ду a и b.

в) Провести плоскость α, перпендикулярную прямой a и пересе-
кающую ее в некоторой точке А; затем построить прямую b1 — орто-
гональную проекцию прямой b на эту плоскость. Тогда расстояние 
от точки А до прямой b1 равно расстоянию между a и b.

Для успешного решения задач учащиеся должны научиться 
применять все три перечисленных метода. Поэтому целесообразно 
предлагать учащимся решать одну и ту же задачу различными ме-
тодами. 

В статье предлагаются аргументированно обоснованные решения 
подобранных по принципу «от простого  к сложному» стере-
ометрических задач на нахождение наименьшего значения 
площади треугольника, три вершины которого расположе-
ны на двух данных скрещивающихся прямых в правильном 
тетраэдре, кубе и правильной шестиугольной призме. При 
этом наряду с синтетическим (геометрическим) предлагают-
ся векторный и координатный методы решения задач.

Возможно, не существует 
открытий ни в элементар-
ной, ни в высшей математике, 
ни даже, пожалуй, в любой 
другой области, которые 
могли бы быть сделаны без 
аналогии.

 Дьёрдь Пойа 
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Методически верная организация изучения 
геометрии правильного тетраэдра, куба, пра-
вильной шестиугольной призмы позволяет вы-
рабатывать у учащихся графическую, логиче-
скую, вычислительную культуру при решении 
задач на нахождение расстояния между двумя 
скрещивающимися прямыми и наименьшей 
площади треугольника с вершинами на двух 
скрещивающихся прямых. 

Предварительно полезно рассмотреть ком-
ментарии при решении задачи на нахождение 
наименьшей площади треугольника, когда этот 
треугольник является составляющим правиль-
ной шестиугольной призмы.

Задача 1.  АВСDEFА1В1С1D1E1F1 — правиль-
ная шестиугольная призма, все ребра которой 
равны 12. Какую наименьшую площадь может 
иметь треугольник, основанием которого явля-
ется диагональ АD1 этой призмы, а его третья 
вершина K расположена на прямой, содержащей 
диагональ А1F грани АА1F1F?

Комментарий. Прямая А1F лежит в плоско-
сти А1АF, а прямая АD1 пересекает эту плоскость 
в точке А ∉ А1F (рис. 1), значит, прямые А1F и 
АD1 скрещиваются (признак скрещивающихся 
прямых). 

Рис. 1

Треугольник АD1K (K ∈ А1F) с основанием АD1 
будет иметь наименьшую площадь при наимень-
шей высоте KР (Р ∈ АD1, KР B АD1), проведен-
ной из вершины K ∈ А1F. То есть длина высоты 
KР треугольника АD1K должна быть равна крат-
чайшему расстоянию между скрещивающимися 
прямыми АD1 и А1F. Это означает, что отрезок 
KР должен быть общим перпендикуляром скре-
щивающихся прямых АD1 и А1F. 

Таким образом, для решения данной задачи 
необходимо найти кратчайшее расстояние меж-
ду скрещивающимися прямыми АD1 и А1F или, 
если возможно, построить их общий перпенди-
куляр, найти его длину и искомую площадь тре-
угольника АD1K. 

К завершению решения этой задачи мы вер-
немся после некоторой пропедевтики. 

Решение данной задачи и аналогичных ей за-
дач, в условиях которых необходимо вычислять 
кратчайшее расстояние между двумя скрещи-
вающимися прямыми, обычно вызывает у уча-
щихся определенные затруднения. Эти затруд-
нения могут быть успешно преодолены, если 
пропедевтически решать аналогичные задачи, 
первоначально используя многогранники более 
простого «устройства», например, правильный 
тетраэдр, куб. Примером может служить реше-
ние следующей задачи.

Задача 2.   Дан правильный тетраэдр РАВС 
с ребром, равным 12. Какую наименьшую пло-
щадь может иметь треугольник, основанием ко-
торого служит ребро АВ, а его третья вершина 
принадлежит прямой СР?

Решение. Прямая АВ лежит в плоскости АВС, 
а прямая РС пересекает эту плоскость в точ-
ке С ∉ АВ (рис. 2), значит, прямые РС и АВ скре-
щиваются (признак скрещивающихся прямых). 

Рис. 2

Замечаем, что треугольник АВН с данным 
основанием АВ и переменной вершиной Н на 
прямой СР будет иметь наименьшую площадь, 
когда будет наименьшей его высота НK, прове-
денная из вершины Н ∈ СР, то есть когда точка Н
прямой СР будет ближайшей к прямой АВ. Это 
возможно, когда длина отрезка KН будет рав-
на кратчайшему расстоянию ρ(РС; АВ) между 
скрещивающимися прямыми СР и АВ — длине 
их общего перпендикуляра. Таким образом, для 
решения данной задачи необходимо построить 
этот перпендикуляр и найти его длину. 

Будем, логически рассуждая, строить этот 
перпендикуляр.

Пусть точки М и K — середины ребер соот-
ветственно РС и АВ данного тетраэдра РАВС; 
(АВМ) = α.

Так как все грани данного тетраэдра являют-
ся равными правильными треугольниками, то 
АМ = ВМ, АМ B СР, ВМ B СР (как медианы и 
высоты равных правильных треугольников соот-
ветственно АРС и ВРС). Тогда по признаку пер-
пендикулярности прямой и плоскости имеем:М
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СР B α, следовательно, СР B МK (по опреде-
лению прямой, перпендикулярной плоско-
сти; МK ⊂ α). А так как точка K — середина 
основания АВ в равнобедренном треугольнике 
АВМ, то МK B АВ. Таким образом, получили:

MK CP
MK AB

⊥
⊥





,
, 

следовательно, отрезок МK — общий перпен-
дикуляр скрещивающихся прямых РС и АВ. 
Найдем его длину.

В правильном треугольнике АСР со стороной 
АС = 12 имеем:

AM
AC

= = =
3

2
12 3

2
6 3.  

Тогда в прямоугольном треугольнике АМK: 

MK AM AK PC AB= − = ( ) − = =2 2 2 26 3 6 6 2 ρ( ; ).

MK AM AK PC AB= − = ( ) − = =2 2 2 26 3 6 6 2 ρ( ; ).
Значит, искомая (наименьшая) площадь тре-
угольника АВМ равна: 

S AB MKABM = ⋅ = ⋅ ⋅ =
1
2

0 5 12 6 2 36 2, . 

Ответ: 36 2  кв. ед.

В некоторых случаях для нахождения рассто-
яния между двумя скрещивающимися прямыми 
а и b удобно использовать метод проектирова-
ния.

Построим плоскость α, перпендикулярную 
прямой а, и ортогонально спроектируем пря-
мую b на эту плоскость (рис. 3). 

Рис. 3

Пусть β — плоскость, ортогонально проек-
тирующая прямую b на плоскость α, прямая 
b1 — проекция прямой b на плоскость α; то есть 
β B α, b1 = β ∩ α. Так как а B α и β B α, то а C β. 
Это означает, что если А — точка пересечения 
прямой а с плоскостью α, то расстояние от точ-
ки А до прямой b1 равно расстоянию между пря-
мой а и параллельной ей плоскостью β, содержа-
щей прямую b, значит, равно расстоянию между 
данными скрещивающимися прямыми а и b: 
ρ(A; b1) = ρ(a; b) ( 1[ ] , с. 101) .

Замечание. В решении задачи 2 неявно исполь-
зуется метод проектирования. Действительно, мы 
имеем: α B СР; АВ ⊂ α, следовательно, ортогональ-
ной проекцией прямой АВ на α является эта же 

прямая АВ. А так как α ∩ СР = М, то ρ(РС; АВ) =
= ρ(М; АB) = МK — высота треугольника АВМ. 

Используя метод проектирования, рассмо-
трим решение некоторых аналогичных задач, 
постепенно повышая уровень их сложности. 

Задача 3.  Найдите наименьшую площадь 
треугольника, основанием которого является 
диагональ А1С куба A…D1 (рис. 4), а его третья 
вершина расположена на прямой ВС1 ⊂ (BB1C), 
если ребро куба равно 12.

Рис. 4

Решение. Заметим, что прямые А1С и ВС1 

скрещиваются (признак скрещивающихся пря-
мых). Это означает, что наименьшая площадь 
будет у такого треугольника А1СМ (М ∈ BС1), 
высота которого, проведенная из точки М, ока-
жется равной расстоянию ρ(BC1; А1С), то есть 
равной длине общего перпендикуляра прямых 
А1С и С1B. Найдем ρ(BC1; А1С), пользуясь мето-
дом проектирования.

Докажем, что (BС1D) B А1С.
В самом деле (рис. 5): АС B BD (как диагона-

ли грани куба), АС — ортогональная проекция 
прямой А1С на плоскость АВС, следовательно, 
А1С B BD (теорема о трех перпендикулярах). 
Аналогично доказывается, что А1С B С1B. 
Имеем: А1С B BD, А1С B С1B, следовательно, 
А1С B (BС1D) (признак перпендикулярности 
прямой и плоскости).

Рис. 5
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Далее, прямые А1С и ОС1 лежат в диагональ-
ном сечении АА1С1С и пересекаются. Пусть 
K = А1С ∩ ОС1 = А1С ∩ (BС1D). Получаем: 
KВ = KС1= KD (как проекции равных наклон-
ных — ребер СВ, СС1, СD — на плоскость BС1D), 
следовательно, точка K — центр правильного 
треугольника BС1D. 

Теперь спроектируем прямую ВС1 на пло-
скость BС1D. 

Так как ВС1 ⊂ (BС1D), то ортогональной проек-
цией прямой ВС1 на плоскость BС1D является 
эта же прямая ВС1.

Таким образом, в соответствии с методом проек-
тирования, приходим к выводу: 

ρ(BC1; А1С) = ρ(K; BC1).
Учитывая, что DН B ВС1 (DН — медиана пра-

вильного треугольника BС1D), заключаем: KН=
= ρ(K; BC1) = ρ(BC1; А1С), следовательно, KН — 
общий перпендикуляр скрещивающихся пря-
мых BC1 и А1С, значит, треугольник А1СН с осно-
ванием А1С и высотой НK является искомым с 
наименьшей площадью. Найдем эту площадь. 

Имеем: C B1 12 2=  (диагональ квадрата 
BB1C1C со стороной 12), поэтому в правильном 
треугольнике BС1D находим:

DH
C B

=
⋅

=
⋅

=1 3
2

12 2 3
2

6 6,  
тогда 

KH DH= = ⋅ =
1
3

1
3

6 6 2 6.  

Следовательно, 

S A C HKA HC1

1
2

1
2

12 3 2 6 36 21= ⋅ = ⋅ ⋅ = . 

Ответ: 36 2  кв. ед. 

Теперь в этом же кубе найдем наименьшую 
площадь треугольника, стороной которого явля-
ется диагональ ВС1 грани ВВ1С1С, а его третья 
вершина расположена на прямой АВ1.

Заметим, что треугольник ВС1K с основанием 
ВС1 и вершиной K ∈ АВ1 (рис. 6) будет иметь наи-
меньшую площадь при наименьшей высоте KТ, 
проведенной из вершины K.

Рис. 6

Прямые АВ1 и ВС1 скрещиваются (Почему?), 
поэтому третьей вершиной искомого треуголь-
ника с данной стороной ВС1 является точка пря-
мой АВ1, ближайшая к прямой ВС1. Это озна-
чает, что высота искомого треугольника ВС1K 
с наименьшей площадью должна быть равна 
длине общего перпендикуляра скрещивающих-
ся прямых АВ1 и ВС1. 

Найдем длину этого перпендикуляра мето-
дом проектирования. 

Имеем (рис. 7): ВС1 B В1С (как диагонали 
квадрата); ВС B CD (в квадрате АВСD), ВС — 
ортогональная проекция В1С на плоскость АВС, 
следовательно, ВС1 B CD (теорема о трех перпен-
дикулярах). Получили: ВС1 B CD, ВС1 B В1С, 
следовательно, ВС1 B (В1СD) (признак перпен-
дикулярности прямой и плоскости), при этом 
ВС1 ∩ (В1СD) = М.

Рис. 7

Далее, АD1 C ВС1, ВС1 B (В1СD), следователь-
но, АD1 B (В1СD). Ортогональной проекцией 
прямой АВ1 на плоскость В1СD является прямая 
В1Р, где Р = АD1 ∩ А1D  = АD1 ∩ (В1СD). Поэтому 
на основании метода проектирования имеем: 
ρ(BC1; АВ1) = ρ(М; В1Р). 

Пусть МН B В1Р, Н ∈ В1Р, следователь-
но, МН — высота прямоугольного треуголь-
ника РМВ1 (F В1МР = 90°, так как РМ C АВ). 
Поэтому: 

MH
B M MP

B M MP
AB BC=

⋅
+

=
⋅

( ) +
= = ( )1

1
2 2 2

2
1 1

6 2 12

6 2 12
4 3 ρ ; .

MH
B M MP

B M MP
AB BC=

⋅
+

=
⋅

( ) +
= = ( )1

1
2 2 2

2
1 1

6 2 12

6 2 12
4 3 ρ ; .

Таким образом, высота искомого треугольни-
ка с наименьшей площадью равна 4 3.  

Так как вершина K искомого треугольника 
ВС1K должна быть расположена на прямой АВ1, 
ортогональной проекцией которой на плоскость 
В1СD в направлении прямой АD1 является пря-
мая В1Р (рис. 8), то K является точкой пересе-
чения прямой АВ1 и прямой, проходящей через 
точку Н параллельно прямой АD1.М
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Рис. 8

Находим площадь треугольника BC1K для 
чего проведем KН C АD1; K ∈ АВ1, KТ = НМ. 
Тогда получаем: 

S BC KTBC K1

1
2

1
2

12 2 4 3 24 61= ⋅ = ⋅ ⋅ = .

Ответ: 24 6  кв. ед. 

При решении данной задачи важным является 
нахождение расстояния между прямыми, содер-
жащими скрещивающиеся диагонали ВС1 и АВ1 

смежных граней куба. Практика свидетельству-
ет, что векторный метод решения многих стерео-
метрических задач, в том числе на вычисление 
расстояния между скрещивающимися прямыми, 
значительно проще их решения средствами эле-
ментарной геометрии («чисто геометрически»). 
Причиной тому служит тот факт, что решение 
геометрической задачи векторным методом мож-
но успешно реализовать, не прибегая к дополни-
тельным геометрическим построениям.

Рассмотрим решение данной задачи вектор-
ным методом.

Введем векторы: BA a
 



= ,  BC b
  

= ,  BB c1

 



=  
(рис. 9). Тройку 







a b c; ;( )  некомпланарных век-
торов 



a,  


b  и 


c  примем в качестве базиса и раз-
ложим векторы AB1

 

,  BC1

 

 по векторам этого ба-
зиса. Имеем:  

AB BB BA c a1 1

     

 

= − = − ,  BC BC BB b c1 1

      



= + = + .  

Рис. 9

Пусть отрезок МН — общий перпендикуляр 
скрещивающихся прямых АВ1 и ВС1 (Н ∈ АВ1, 
М ∈ ВС1). Его длина равна расстоянию между 
этими прямыми: ρ(АВ1; ВС1) = | МН |. 

Так как точка Н лежит на диагонали АВ1, то 
векторы AH

 

 и AB1

 

 коллинеарны, поэтому су-
ществует такое число х, что

 AH x AB x c a
   

 

= ⋅ = ⋅ −( )1 .  
Аналогично, в силу коллинеарности векторов 
BM
 

 и BC1

 

,  существует такое число у, что 
BM y BC y b c
    



= ⋅ = ⋅ +( )1 .  
По правилу ломаной находим: 

MH MB BA AH BM BA AH
             

= + + = − + + ==

= − ⋅ +( ) + + ⋅ −( ) = − − + −y b c a x c a x a yb x y c


    





( ) ( ) .1

Значения х и у найдем из условия:

MH AB
MH BC

⊥
⊥





1

1

,
 ⇔ 

MH AB

MH BC

   

   

⊥

⊥







1

1

,
 ⇔ 

  ⇔ 
MH AB

MH BC

   

   

⋅ =

⋅ =







1

1

0

0

,

.
 (1)

Учитывая, что базисные векторы 


a,  


b  и 


c  по-
парно взаимно перпендикулярны и длина каж-
дого из них равна 12, имеем:

 




 





a b a c b c⋅ = ⋅ = ⋅ = 0,  






a b c2 2 2 144= = = .  
Получаем: 

MH AB
   

⋅ =1 0  ⇔ 
⇔  ⇔

 ⇔ ( ) ( )x a x y c− + − =1 02 2   ⇔ 2x – y – 1 = 0 ⇔ 
⇔ 2x – y = 1,

MH BC
   

⋅ =1 0  ⇔
 ⇔ 1 0− − + − ⋅ +( ) =x a yb x y c b c)

� � � � �  ⇔ 

⇔ − + − =yb x y c


2 2 0( )  ⇔ x – 2y = 0.
Таким образом, система векторных равенств (1)

равносильна системе уравнений: 
2 1

2 0
x y

x y
− =

− =




,
,

ре-

шением которой является: x =
2
3

,  y =
1
3

.  Тогда 

MH a b c a b c
 





 





= −





− + −





= − +1
2
3

1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

1
3

.

Значит, 

ρ AB BC MH a b c1 1

21
3

1
3

1
3

1
9

3 144 4 3; .( ) = = − +





= ⋅ ⋅ =
 







Замечание. Векторное решение этой зада-
чи вносит определенную ясность в построение 
высоты искомого треугольника, следователь-
но, и в построение самого этого треугольника. 
Действительно:  

из AH x AB1 1

   

= ⋅  при x =
2
3

 следует:

 AH AB=
2
3 1,; АН : АВ1 = 2 : 3, АН : НВ1 = 2 : 1; 

из BM y BC
   

= ⋅ 1  при y =
1
3

 следует: 

BM BC=
1
3 1,; ВМ : ВС1 = 1 : 3, ВМ : МС1 = 1 : 2.
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Таким образом, концы отрезка НМ, являюще-
гося общим перпендикуляром скрещивающихся 
диагоналей АВ1 и ВС1 смежных граней куба, де-
лят эти диагонали в отношениях 

АН : НВ1 = 2 : 1 и ВМ : МС1= 1 : 2. 
При этом отрезок НМ служит высотой искомо-
го треугольника ВС1Н с наименьшей площадью 
(рис. 10).

Рис. 10

После такой «пропедевтики» целесообраз-
но рассматривать различные методы решения 
аналогичных задач, используя многогранники 
более сложного устройства, например, правиль-
ную шестиугольную призму. При этом расстоя-
ние между двумя скрещивающимися прямыми 
можно находить методом параллельных пло-
скостей, вытекающим из утверждения: рассто-
яние между двумя скрещивающимися прямы-
ми равно расстоянию между параллельными 
плоскостями, проходящими через эти прямые 
( 1[ ] , с. 84). Рассмотрим, например, решение та-
кой задачи.

Задача 4.  АВСDEFА1В1С1D1E1F1 (рис. 11) — 
правильная шестиугольная призма, все ребра 
которой равны 12. Найдите наименьшую пло-
щадь треугольника АВ1М с основанием АВ1, 
если вершина М этого треугольника расположе-
на на прямой ВС1. 

Решение. Прямые АВ1 и ВС1 скрещиваются 
(признак скрещивающихся прямых). Замечаем, 
что основание АВ1 искомого треугольни-
ка АВ1М лежит на одной из этих скрещивающих-
ся прямых, а его вершина М — на другой прямой. 
Так как треугольник АВ1М должен иметь наи-
меньшую площадь, то должна быть наименьшей 
его высота, проведенная из вершины М на пря-
мую АВ1, то есть точка М должна быть ближай-
шей к прямой АВ1. Это означает, что длина вы-
соты искомого треугольника, проведенной из 
вершины М, должна быть равна длине общего 
перпендикуляра скрещивающихся прямых АВ1 
и ВС1. Найдем длину этого перпендикуляра.

Обозначим: О = АD ∩ СF, О1 = А1D1 ∩ С1F1, 
Н= АС ∩ ВО, Н1 = А1С1 ∩ В1О1. 

В прямом параллелепипеде АВСОА1В1С1О1, 
все ребра которого равны 12, а его основани-
ем является ромб ОАВС, имеем: АО1 C ВС1, 
АВ1 C ОС1 (диагонали противоположных граней 
параллелепипеда), откуда (АО1В1) C (ВОС1) (при-
знак параллельности плоскостей). Тогда из АВ1⊂
⊂ (АО1В1), ВС1 ⊂ (ВОС1) следует: 

ρ(АВ1; ВС1) = ρ((АО1В1); (ВОС1)). 
Найдем это расстояние. Так как боковые грани 

данного параллелепипеда — равные квадраты, то 
треугольники АО1В1 и ВОС1 равнобедренные и рав-
ны (Почему?). Поэтому АН1 B В1О1, С1Н B ОВ. 

Учитывая перпендикулярность отрезков ОВ и 
АС, приходим к выводу: ОВ B (А1АС) (признак 
перпендикулярности прямой и плоскости), от-
куда (А1АС) B (АО1В1) (признак перпендикуляр-
ности двух плоскостей).  

А так как (АО1В1) C (ВОС1), то (А1АС) C (ВОС1). 
Это означает, что прямая, проведенная через 
точку А1 перпендикулярно плоскостям АО1В1 и 
ВОС1, расположена в плоскости А1АС и пересе-
кает плоскости АО1В1 и ВОС1 в точках соответ-
ственно K и Т, принадлежащих прямым соответ-
ственно АН1 и С1Н . Тогда ρ(А1В; В1С) = KТ. 

Рис. 11

Так как АН1 C НС1 и А1Н1 = Н1С1, то А1K = KТ 
(теорема Фалеса). Таким образом, ρ(АВ1; ВС1) = 
= А1K. Найдем длину А1K.

В правильном треугольнике АОВ со стороной, 

равной 12, имеем: AH
AB

= =
3

2
6 3.  Найдем вы-

соту A1K прямоугольного треугольника АА1Н1 
с катетами А1А = 12 и A H1 1 6 3= :  

A K
A A A H

A A A H
1

1 1 1

1
2

1 1
2

12 6 3
144 108

12 21
7

=
⋅

+
=

⋅
+

=
⋅

.

Таким образом,

ρ AB BC1 1

12 21
7

; .( ) =

Расстояние между скрещивающимися пря-
мыми АВ1 и ВС1 равно длине их общего перпен-
дикуляра, который служит высотой искомого 
треугольника АВ1М с наименьшей площадью. 

Пусть отрезок МР — общий перпендикуляр 
скрещивающихся прямых АВ1 и ВС1 (М ∈ ВС1, М
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Р ∈ АВ1). Тогда MP =
12 21

7
 — высота искомого 

треугольника АВ1М с наименьшей площадью, 
которая равна: 

S AB MPAB M1
0 5 0 5 12 2

12 21
7

72 42
71= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =, , .

Ответ: 72 42
7

 кв. ед.

Полезно решать стереометрические задачи и ко-
ординатным методом, который наряду с векторным 
методом является мощным аппаратом изучения 
пространственной геометрии, а его использование 
при решении стереометрических задач не требует 
дополнительных геометрических построений, в ре-
зультате чего процесс решения упрощается. 

Рассмотрим решение данной задачи коорди-
натным методом.

Введем систему координат Оxyz так, чтобы вер-
шины А, B, C, A1, B1 данной призмы имели коор-

динаты (рис. 12):  A 6 3 6 0; ; ,−( )  B 6 3 6 0; ; ,( )  

C(0; 12; 0), a1 6 3 6 12; ; ,−( )  B1 6 3 6 12; ; .( )
Используем следующий факт: расстояние 

между двумя скрещивающимися прямыми рав-
но расстоянию от любой точки одной прямой 
до плоскости, проходящей через вторую пря-
мую параллельно первой прямой ( 1[ ] , с. 102).

Для нахождения искомого расстояния между 
прямыми B1C и A1B составим уравнение плоско-
сти (обозначим ее α), проходящей через прямую 
A1B параллельно прямой B1C.

В качестве вектора нормали плоскости α 
примем вектор 



n a b c; ; ,( )  перпендикулярный 
направляющим векторам CB1 6 3 6 12

 

; ;−( )  и 
A B1 0 12 12
 

; ; −( )  скрещивающихся прямых A1B 
и B1C. Найдем координаты этого вектора, поль-
зуясь условием перпендикулярности двух векто-
ров в координатной форме. Имеем: 



 



 

n CB

n A B

⊥

⊥







1

1

,
 ⇒ 



 



 

n CB

n A B

⋅ =

⋅ =







1

1

0

0

,
 ⇒ 

⇒ 
6 3 6 12 0
12 12 0

a b c
b c

− + =
− =







,
 ⇒  

b a
b c

= −
=







3 ,
.

Полагая a = − 3,  получаем: b = с = 3. Таким 
образом, 



n −( )3 3 3; ; .  Тогда плоскость α (В ∈ α) 
имеет уравнение:

− −( ) + − + − =3 6 3 3 6 3 0 0x y z( ) ( ) , 
 − + + =3 3 3 0x y z .

Теперь находим: 

ρ ρ αA B B C C1 1
3 0 3 12 3 0

3 9 9
; ( ; )

| |( ) = =
⋅ + ⋅ + ⋅

+ +
=

ρ ρ αA B B C c1 1

3 0 3 12 3 0

3 9 9
36
21

12 21
7

; ( ; ) .( ) = =
− ⋅ + ⋅ + ⋅

+ +
= =

Рис. 12

Учитывая, что длина отрезка А1В равна длине 
вектора A B1

 

,  находим: 

 A B1
2 2 20 12 12 12 2= + + − =( ) .  

Получаем искомую (наименьшую) площадь тре-
угольника А1ВМ: 

S A B A B B CA BM1

1
2

1
2

12 21
7

12 2
72 42

71 1 1= ⋅ ( ) = ⋅ ⋅ =ρ ; . 

Ответ: 72 42
7

 кв. ед.

После такой пропедевтики вернемся к задаче 1
(см. рис. 1) и рассмотрим ее решение сначала ме-
тодом проектирования. 

Найдем расстояние между прямыми AD1 и 
A1F. Пусть K = A1F ∩ AF1; (AF1С) = α. Имеем: 
A1F B AF1 (как диагонали квадрата) (рис. 13); 
AF B AC (основание призмы — правильный 
шестиугольник), откуда A1F B AC (теорема о 
трех перпендикулярах). Получаем: A1F B AF1, 
A1F B AC, следовательно, A1F B α (признак пер-
пендикулярности прямой и плоскости). 

Рис. 13

Таким образом, в качестве плоскости, перпен-
дикулярной прямой A1F, выберем плоскость α, 
которая пересекает эту прямую в точке K.

Прямая AD1 лежит в плоскости α, поэтому 
ее проекцией на α является эта же прямая AD1. 
Значит, ρ(AD1; A1F) = ρ(K; AD1).

Пусть KР B AD1, Р ∈ AD1, тогда ρ(K; AD1) = KР.
Найдем длину KР.

Если F1М — высота прямоугольного тре-
угольника AF1D1 (AF1 B D1F1), то F1М C KР, от-
куда KР — средняя линия треугольника AМF1. 

Значит, KP F M=
1
2 1 .  В прямоугольном треуголь-

нике AF1D1 с катетами F D1 1 12 3= ,  и AF1 12 2=  
находим:
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F M
D F AF

D F AF
1

1 1 1

1 1
2

1
2 2 2

12 3 12 2

12 3 12 2

12 30
5

=
⋅
+

=
⋅

( ) + ( )
= .

Тогда KP =
6 30

5
.  

Таким образом, 
ρ AD A F KP1 1

6 30
5

; .( ) = =  

Поэтому наименьшая площадь треугольника 
с основанием AD1 и вершиной K на прямой A1F 
равна площади треугольника АD1K (рис. 14), то 
есть равна: 

S AD KPAD K1

1
2

1
2

12 5
6 30

5
36 61= ⋅ = ⋅ ⋅ = .

Рис. 14

Ответ: 36 6  кв. ед.

Теперь рассмотрим решение этой задачи коор-
динатным методом.

Введем систему координат Оxyz так, чтобы 
вершины А, B, F, A1, D1 данной призмы име-

ли координаты: A 6 3 6 0; ; ,( )  B 6 3 6 0; ; ,−( )  

F(0; 12; 0), A1 6 3 6 12; ; ,( )  D − −( )6 3 6 0; ; . 
(рис. 15).

Для нахождения расстояния ρ(А1F; AD1) со-
ставим уравнение плоскости β, проходящей че-
рез прямую A1F параллельно прямой AD1.

Во введенной системе координат точка D1 и 
вектор D A1

 

 имеют соответственно координаты:

 D1 6 3 6 12− −( ); ;  и D A1 12 3 12 12
 

; ; .−( )  
В качестве вектора нормали плоскости β при-

мем вектор 


n a b c; ; ,( )  перпендикулярный на-
правляющим векторам FA1 6 3 6 12

 

; ;−( )  и 
D A1 12 3 12 12
 

; ; −( )  прямых A1F и D1A. Найдем 
координаты вектора 



n.  Имеем: 


 



 

n FA

n D A

⊥

⊥







1

1

,
 ⇒ 



 



 

n FA

n D A

⋅ =

⋅ =







1

1

0

0

,
 ⇒ 

⇒ 
6 3 6 12 0

12 3 12 12 0

a b c

a b c

− + =

+ − =







,
 ⇒ 

3 2 0

3 0

a b c

a b c

− + =

+ − =







,
 ⇒ 

⇒ 
3 2 0

2 3 0
a b c

b c
− + =

− =






,
 ⇒ 

c a

b c

= −

=







2 3
3
2

,
 ⇒ 

c a

b a

= −

= −







2 3

3 3

,

.

Рис. 15

Полагая a = 3,  получаем: b = –9, с = –6. 
Таким образом, 



n 3 9 6; ; ,− −( )  поэтому пло-
скость β, проходящая через точку F(0; 12; 0) 
перпендикулярно вектору 



n 3 9 6; ; ,− −( )  имеет 
уравнение

3 0 9 12 6 0 0( ) ( ) ( )x y z− − − − − = , 
3 9 6 108 0x y z− − + = .

Значит, 
ρ ρ βA F AD A1 1

3 6 3 9 6 6 0 108

3 81 36
72
120

6 30
5

; ; .( ) = ( ) =
⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ +
= =

ρ ρ βA F AD A1 1

3 6 3 9 6 6 0 108

3 81 36
72
120

6 30
5

; ; .( ) = ( ) =
⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ +
= =

Находим искомую площадь треугольника 
АD1K: 

S D A A F ADAD K1

1
2

1
2

12 5
6 30

5
36 61 1 1= ⋅ ( ) = ⋅ ⋅ =

 

ρ ; .

Ответ: 36 6  кв. ед.

Задачи для самостоятельного решения
1. Расстояние между скрещивающимися диа-

гоналями двух смежных граней куба равно m. 
Найдите ребро этого куба. 

2. Расстояние между скрещивающимися диа-
гоналями АВ1 и ВС1 двух смежных граней куба 
А…D1 равно 8. Какую наименьшую площадь мо-
жет иметь треугольник АВ1М, где М — точка 
прямой ВС1? 

3. АВСDEFА1В1С1D1E1F1 — правильная ше-
стиугольная призма, все ребра которой равны 7. 
Какую наименьшую площадь может иметь тре-
угольник АF1М, где М — точка прямой А1В?

Ответы: 1. m 3.   2. 32 6  кв. ед.  

3. 7 42
2

 кв. ед.
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 ОСЕВАЯ 
СИММЕТРИЯ И 
ЗАДАЧИ 
НА МИНИМУМ

Задача 1. По одну сторону от дороги (прямой l) расположены 
две деревни (точки A и B) (рис. 1). Найти точку M на прямой l та-
кую, что сумма расстояний от нее до точек A и B минимальна.

Рис. 1

Решение. Отразим точку A симметрично относительно пря-
мой l. Получится некоторая точка AR; проведем отрезок ARB. Пусть 
он пересекает l в точке M. Точка M — искомая. Действительно, 
рассмотрим любую другую точку MR на прямой l. Тогда 

AMR + MRB = ARM’ + MRB > ARB = AM + MB.
Мы воспользовались неравенством треугольника. Таким обра-

зом, точка M дает минимальную сумму расстояний до A и B, и 
задача решена.

Осевая симметрия (зеркальная симметрия, симметрия относи-
тельно прямой) — это простое и наглядное движение 
плоскости, известное с древних времен. Напомним, что 
осевой симметрией называется такое преобразование 
плоскости, при котором задана некоторая прямая l, лю-
бая точка которой переходит в себя и любая точка A, не 
лежащая на прямой l, переходит в точку A’ такую, что l яв-
ляется серединным перпендикуляром для отрезка AA’. 
Оказывается, применение симметрии помогает решать 
различные экстремальные задачи, причем решать про-
сто и изящно. Все задачи этого цикла объединяет общая 
идея: длина ломаной больше отрезка, соединяющего ее 
концы.

Начнем с классической задачи.

Д. МУХИН,
г. Москва
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Задача 2. Внутри острого угла дана точка A 
(рис. 2). Построить треугольник ABC наимень-
шего периметра, вершины B, C которого принад-
лежат сторонам угла.

Рис. 2

Решение. Построим точки M и N, симметрич-
ные точке A относительно сторон угла. Пря-
мая MN пересекает стороны угла в искомых точ-
ках B, C. Действительно, рассмотрим какие-либо 
другие точки BR и CR на сторонах угла. Тогда 

ABR + BRCR + CRA = 
= MBR + BRCR + CRN > MN = 

= MB + BC + CN = 
= AB + BC + CA.

Задача решена.

Задача 3. Дан острый угол и точки A и B вну-
три него (рис. 3). Найти на сторонах угла точки 
M и N такие, что периметр четырехугольни-
ка MABN минимален.

Рис. 3

Решение. Построим точкy AR, симметричную 
точке A относительно одной стороны угла, и точ-
ку BR, симметричную точке B относительно дру-
гой стороны угла. Прямая ARBR пересекает сторо-
ны угла в искомых точках M, N. Доказательство 
аналогично предыдущей задаче. Действительно, 
рассмотрим какие-либо другие точки MR и NR на 
сторонах угла. Тогда 

AMR + MRNR + NRB + AB = 
= ARMR +MRNR + NRBR + AB > ARBR + AB = 

= ARM + MN + NBR + AB =
= AM + MN + NB + AB.

Заметим, что попутно мы решили и такую за-
дачу: направить из точки A луч света так, что-
бы он, отразившись от двух сторон угла, попал 
в точку B.

Теперь перейдем к задаче Фаньяно.

Задача 4. Вписать в остроугольный треуголь-
ник треугольник наименьшего периметра.

Решение. Рассмотрим треугольник ABC 
(рис. 4) и точку D на его стороне AC. Попробуем 
найти на двух других сторонах такие точки E и F,
чтобы периметр треугольника DEF был мини-
мален. Для этого применим привычный уже 
метод: отразим точку D относительно сторон 
AB и BC. Получатся точки D1 и D2. Заметим, что 
периметр треугольника DEF равен длине лома-
ной D1EFD2, а ломаная имеет минимальную 
длину, если ее звенья лежат на одной прямой. 
Таким образом, ясно, как выбирать точки E и 
F, если точка D зафиксирована. А как же вы-
бирать точку D? Посмотрим еще раз на чертеж. 
Заметим, что в треугольнике D1BD2 угол при 
вершине B равен удвоенному углу ABC (дока-
жите!) , то есть он постоянен. Еще заметим, что 
D1B = DB  = D2B. Таким образом, основание 
D1D2 равнобедренного треугольника D1BD2 бу-
дет минимально, если минимальна боковая 
сторона, то есть минимален отрезок BD. Таким 
образом, получаем, что D — основание высоты. 
Кроме того, ясно, что треугольник наименьше-
го периметра существует и единственен, зна-
чит, подобные рассуждения можно повторить, 
начав с точки E и с точки F. Получается, что 
решением задачи служит треугольник с верши-
нами в основаниях высот, или так называемый 
ортотреугольник.

Рис. 4

Замечание. Луч света, пущенный вдоль одной 
из сторон ортотреугольника, отразится после-
довательно от всех сторон треугольника ABC и 
вернется в исходную точку. Таким образом, кон-
тур ортотреугольника представляет собой зам-
кнутую траекторию луча света. (Это еще и иллю-
страция известного из физики принципа Ферма: 
луч света движется по кратчайшей возможной 
траектории.)М
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       ТЕМА УРОКА: 

«УГОЛ 
МЕЖДУ ПРЯМОЙ И 
ПЛОСКОСТЬЮ»
Учебник: Атанасян Л.С. и др. Геометрия, 10–11 классы. 
Цели:
образовательные:
– введение понятия угла между прямой и плоскостью;
– формирование умений построения угла между прямой и плоско-

стью;
– формирование навыков доказательства, что построенный угол меж-

ду прямой и плоскостью искомый;
развивающие:
– развитие математической речи (формулирование определения, 

проведение доказательства);
– развитие логического мышления (обоснование, обобщение, анализ);
– развитие аккуратности в записи решения задачи;
воспитательные:
– воспитание самостоятельности учащихся (практическая работа — 

запись пунктов построения угла между прямой и плоскостью);
– воспитание умения взаимодействовать в парах;
– воспитание умения взаимодействовать в коллективе (работа в клас-

се в течение урока);
Оборудование: электронная доска, электронные пособия (разработа-

но автором урока); раздаточный материал для первичного за-
крепления нового материала. 

Виды работ на уроке: фронтальный опрос, вызов учащихся к доске, 
практическая работа, комментирование результатов практи-
ческой работы, работа в парах.

10 класс

Сегодня мы рассматриваем урок, 
проведенный во время прохождения 

педагогической практики 
студенткой Московского городского 

педагогического университета 
Екатериной ВЫГОННОЙ. 
В обсуждении участвуют 

ее сокурсники: Екатерина ГУЩИНА, 
Александр ЖДАНОВ, Виктория 

ОСИПОВА и Таисия ТЕРЕНТЬЕВА. 
Ведет обсуждение руководитель 

практики, профессор 
Лариса Олеговна ДЕНИЩЕВА.

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru 
(Авторские электронные пособия.)

21



2121  МАТЕМАТИКА    декабрь    2015  

Актуализация знаний
Вспомним некоторые геометрические факты, 

которые мы проходили на прошлых уроках. Для 
чего выполним следующее задание. 

Задание 1. На чертеже изображена прямая, 
перпендикулярная двум пересекающимся пря-
мым.

–Перпендикулярна ли прямая a к плоскос-
ти β, в которой лежат две пересекающиеся пря-
мые b и c? 

– Сформулируйте признак перпендикулярно-
сти прямой и плоскости.

– Будет ли прямая a перпендикулярна прямой 
d этой плоскости? Ответ обоснуйте.

Объяснение нового материала: 
проекция фигуры

В ходе беседы с помощью электронного по-
собия учитель демонстрирует построение про-
екций точки, произвольной фигуры и прямой. 
(Полезно использовать подсветку в пособии: на-
ведение курсора на подчеркнутые слова опреде-
ления.)

Вопросы и задания
1. Повторите определение проекции точки на 

плоскость. (Фронтально опрашивается несколько 
учеников, которые воспроизводят определение.)

2. Как вы думаете, что будет являться проек-
цией прямой на плоскость? Верно, прямая. По-
пробуем доказать это. (Доказательство прово-
дится устно с использованием электронного по-
собия; обсуждение также идет по слайдам.)

– Какие геометрические объекты нам даны по 
условию? 3

– Каково их взаимное расположение? 3

– Как построить проекцию произвольной точ-
ки, принадлежащей прямой? 4

– Что называется проекцией точки на пло-
скость? 4

– Сколько плоскостей проходит через данную 
прямую а и найденную проекцию точки М? 5

– На какой геометрический факт вы опира-
лись, чтобы сделать такой вывод? 5

– Какой геометрической фигурой является 
пересечение двух плоскостей? 6

3. Докажем, что это прямая, которая является 
проекцией прямой а на плоскость α. 7

Возьмем произвольную точку M1, принадле-
жащую этой прямой, и проведем в плоскости β 
прямую M1H1 C MH (H1 ∈ M1H1 Æ α).

Докажите, что H1 является проекцией точки 
M1 на плоскость α.

M1H1 C MH (H1 ∈ M1H1 Æ α) и МН B α, сле-
довательно, M1H1 B α (по теореме: если одна из 
двух параллельных прямых перпендикулярна к 
плоскости, то и другая прямая перпендикуляр-
на к этой плоскости).

Аналогично доказывается, что любая точка 
прямой a1 является проекцией некоторой точки 
прямой a.

– Какой вывод можно сделать из нашего об-
суждения?

[Прямая a1 — проекция прямой a 
на плоскость α.]

Объяснение нового материала: 
определение понятия «Угла между 
прямой и плоскостью»

Запишите тему урока: «Угол между прямой и 
плоскостью», прочитайте определение, данное 
в учебнике. (Зачитываем определение из учебни-
ка и при необходимости разъясняем смысл каж-
дого понятия, используемого в определении.)

Практическая работа «Построение угла 
между прямой и плоскостью»

Запишите в тетрадях «Практическая работа». 
Постройте угол между прямой и плоскостью 
и запишите это построение по пунктам. Через 
некоторое время сверим результаты.

(Открыта «страничка» электронного пособия 
«Построение угла между прямой и плоскостью». 
Ученики в парах обсуждают и записывают пун-
кты построения угла между прямой и плоско-
стью и строят угол на чертеже.)

43 5

Ход урока
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Вопросы к учащимся 
– Какого геометрического объекта нам не хва-

тает для построения угла между прямой и пло-
скостью?

– Как построить проекцию прямой на плоскость?
– Опишите шаги построения этой прямой.
Ученики предлагают записать свой вариант 

построения по шагам. После обсуждения каждо-
го шага открывается построение в пособии.

1. Возьмем точку A ∈ m. 8

2. Опустим l B α, A ∈ l. 9

3. C ∈ l Æ α. 10

4. BC. 11

5. F ABC = ϕ — искомый угол между прямой 
m и плоскостью α. 12

Первичное закрепление 
Прямое применение определения

Учащиеся получают лист с чертежами (зада-
ние 3 внизу страницы), отмечают дугой необхо-
димый угол и устно обосновывают свое решение. 
Важно каждый раз при обосновании проговари-
вать определение и теорему о перпендикулярно-
сти прямой и плоскости.

Применение определения 
для решения задач 

Задача № 164 из учебника.
Задание 4. Под углом ϕ к плоскости α прове-

дена наклонная. Найдите ϕ, если известно, что 
проекция наклонной вдвое меньше самой на-
клонной.

Фронтально проводится обсуждение:

1) анализ условия (один ученик записывает на 
доске «Дано» и выполняет чертеж);

2) план решения задачи по наводящим вопро-
сам учителя. 

После обсуждения плана второй ученик выхо-
дит к доске и записывает решение.

Вопросы к учащимся 
–  Какие геометрические объекты нам даны по 

условию? 
Дано: α — плоскость; BM — наклонная; 

F (BM; α) = ϕ; AB = прαBM; AB BM=
1
2

.

Найти: ϕ. 
Чертеж: 

Вопросы к учащимся
– Как построить угол ϕ?
– Какой вид имеет треугольник, состоящий 

из отрезка наклонной, ее проекции и перпен-
дикуляра, опущенного из точки прямой на пло-
скость? Откуда это следует?

– Что известно о сторонах треугольника по 
условию?

– Какой функцией в прямоугольном треуголь-
нике обозначается такое отношение?

– Чему будет равен угол ϕ после подстановки 
известных значений?

–  Записываем ответ: ϕ = 60°.

7 8 96

    

Задание 3. 
Назовите углы между выделенной прямой и плоскостью основания фигуры. Ответ обоснуйте.
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Решение.  
Стереометрическая составляющая:
1) AM B α, A ∈ AM Æ α; 
2) AB = прαBM (по построению); 
3) F MBA = F (BM; α) (по определению). 
Планиметрическая составляющая:
1) F A = 90°, так как MA B α, AB ⊂ α, поэтому 

MA B AB; 

2) cos ,α = =
AB
BM

1
2

 так как 0 < ϕ ≤ 90°, то ϕ = 60°.

Ответ: ϕ = 60°.

Дополнительные вопросы к учащимся
– Имеет ли данная задача второе решение?
– Чем является наклонная в треугольнике 

ABC?
– Чем является проекция наклонной в треу-

гольнике ABC?
– Какое отношение проекции и наклонной 

дано по условию?
– Какая теорема в планиметрии связывает та-

кое отношение в прямоугольном треугольнике?
– Как вычисляется неизвестный острый угол в 

прямоугольном треугольнике?

10 11 12

                        

              Дано: ABCD — квадрат.                      Дано:  BCDE — квадрат.

Обсуждение урока
Л.Д. Думаю, что вы согласитесь со мной, 

что уроки геометрии в старшей школе явля-
ются наиболее трудными как для подготовки 
учителем, так и для восприятия учениками. 
В основной школе нашим активным помощни-
ком выступает чертеж рассматриваемой геоме-
трической конфигурации, в котором фактиче-
ски сохраняются и взаимное расположение объ-
ектов, и соотношение между геометрическими 
величинами. В стереометрии чертеж, конечно, 

помогает восприятию условия задачи, но уже 
не слишком кардинально, так как на нем фигу-
рируют не сами геометрические объекты, а их 
изображение на плоскости. Конечно, опытные 
учителя напомнят нам с вами, что при обучении 
стереометрии продуктивным средством обуче-
ния являются готовые модели геометрических 
фигур, а также их конструирование с помощью 
«стереометрического ящика». Вспоминая об 
известных средствах обучения, хочу обратить 

1. Выучить определение понятия угла между прямой и плоскостью, научиться строить угол меж-
ду прямой и плоскостью и обосновывать выполненные построения.

2. Решите задачи по готовым чертежам:
а) Прямая MA перпендикулярна плоскости α. Найдите угол между прямой MB и плоскостью.
б) Прямая MA перпендикулярна плоскости ABC. Найдите угол между прямой MB и плоскостью 

ABC.

              Дано

Домашнее задание
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ваше внимание и на ИКТ. В частности, показать 
пример применения широко известных про-
грамм, которые помогают выстроить обучение 
с учетом подготовленности учащихся, дозируя 
долю помощи в организации восприятия учеб-
ного материала. Действительно, одному учени-
ку достаточно прослушать объяснение учителя 
и посмотреть презентацию, показанную на уро-
ке, только один раз, а другому для осознания 
рассматриваемой конфигурации потребуется 
вернуться к началу и пройти по всей цепочке 
рассуждений два, а может быть, и несколько 
раз. Организации подобной работы и помогают 
электронные ресурсы. 

Замечу для наших читателей, что представ-
ленное на уроке дидактическое электронное по-
собие разработано самим учителем специально 
к данному уроку.

Перед тем как приступить к обсуждению уро-
ка, предоставим слово его автору.

Е.В. На этом уроке я хотела показать возмож-
ности использования электронного пособия на 
уроке геометрии в 10-м классе. Надеюсь, мне 
удалось показать, что его применение на уроке 
целесообразно и дает хорошие результаты.

Т.Т. На уроках геометрии ученики часто не 
могут не то что изобразить, а даже представить 
объемную конструкцию. Отсюда непонимание 
и неприязнь к предмету. Я считаю, что пред-
ложенное пособие помогает увидеть изучаемые 
объекты и преодолеть трудности восприятия 
материала.

А.Ж. Согласен, что электронные пособия спо-
собствуют продуктивному проведению урока, 
но в данном случае весь урок прошел с приме-
нением пособия. Даже учебник ушел на второй 
план. Учащиеся весь урок «не отрывались» от 
электронной доски.

Е.Г. Я не согласна. Урок и пособие не могут 
существовать отдельно. Пособие дополняет 
урок, расширяет возможности понимания темы. 
А вопросы, которые задавал учитель учащимся, 
активизировали и направляли их деятельность. 
Благодаря чему и были достигнуты цели урока.

Т.Т. А будет ли пособие доступно ученикам во 
время выполнения домашнего задания, или дома 
они могут пользоваться только учебником?

Е.В. Пособие будет в свободном доступе. Наи-
большую помощь оно сможет оказать учащим-
ся, пропустившим урок. Подсветка выделенных 
понятий, динамика объектов и оформление по-
собия позволят им легче воспринять изучаемую 
тему. Но специально давать домашнюю работу 
по электронному пособию я не планирую. Уче-
ник сам, если ему необходимо, может использо-

вать его дома для выполнения домашнего зада-
ния (например, при работе с определением но-
вого понятия, введенного на уроке).

Л.Д. Поговорим о содержании урока. Начнем 
с этапа актуализации. 

Е.Г. Урок начинается так, как мы привыкли. 
Чертеж на доске привлекает внимание и настра-
ивает на работу на уроке. Теорема и определе-
ние, используемые для решения задания, будут 
встречаться в доказательствах при первичном 
закреплении темы. Нет ничего лишнего, выде-
лено только то, что непосредственно «работает» 
на новую тему.

В.О. Урок начинается сразу с актуализации. 
Она достаточно сжата и лаконична (не содержит 
материала, который не используется в объясне-
нии). Но отсутствует постановка целей и задач 
урока, их должны поставить сами учащиеся, 
как прописано в требованиях обучения.

Е.В. Я не согласна с последним замечанием. 
Озвучивание темы урока происходит после ак-
туализации знаний. Цель и задачу урока рань-
ше установить невозможно. Я использую иссле-
довательский метод обучения, а не метод про-
блемного изложения. На уроке мы с учащимися 
проверяем выдвинутую гипотезу, что проекци-
ей прямой, не перпендикулярной к плоскости, 
на эту плоскость является прямая. Проводит-
ся исследование — доказательство. Учащиеся 
сами пробуют построить угол между прямой и 
плоскостью, зная только определение, — это 
практическая работа, «открытие» новых зна-
ний. Хочу отметить, что и без представления 
целей и задач урока рассматриваемую тему счи-
таю раскрытой.

А.Ж. На уроке отсутствует системно-
деятельностный подход при объяснении нового 
материала: учитель предлагает ученикам зачи-
тать определение из учебника и при необходи-
мости разъясняет смысл понятия. Думаю, что 
лучше было бы организовать работу, направ-
ленную на «открытие» новых знаний самими 
учениками, и предложить им самостоятельно 
сформулировать определение угла между пря-
мой и плоскостью.

В.О. Я не согласна с Александром. Новый ма-
териал учитель вводит сам (определение проек-
ции точки). Затем учащиеся по наводящим во-
просам учителя доказывают выдвинутую гипо-
тезу: проекцией прямой на плоскость является 
прямая. Определение прочитано по учебнику, 
но практическая работа на построение угла меж-
ду прямой и плоскостью проводится учащимися 
самостоятельно, здесь они и открывают новые 
знания.
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Л.Д. Чтобы поставить проблему изучения 
нового материала на данном уроке, я бы пред-
ложила учащимся (еще до формулирования 
определения угла между прямой и плоскостью) 
попробовать «сконструировать» угол между 
прямой и плоскостью. Для этого можно ис-
пользовать стереометрический ящик. Классу 
можно задать один их вопросов: «Чему равен 
угол между прямой и плоскостью?» или «Что 
можно принять за угол между прямой и плоско-
стью?» Учащиеся затруднятся ответить, тогда 
и отошлем их к определению, которое дается 
в учебнике. А в ходе практической работы они 
выполняют уже три задания: построение угла 
на модели, построение угла в тетрадях и запись 
шагов построения.

В.О. На уроке не рассмотрены частные слу-
чаи расположения наклонной и плоскости, 
о них стоит упомянуть. Например, если наклон-
ная перпендикулярна плоскости, то ее проек-
цией на эту плоскость будет точка. Такой вывод 
можно попросить учащихся сформулировать 
самостоятельно.

Л.Д. Мы выслушали мнения по объяснению 
нового материала, теперь поговорим об этапе 
первичного закрепления. Было ли обеспечено 
понимание изученного материала? Как прове-
дена работа с усвоением определения понятия? 
Было ли организовано применение понятия для 
решения геометрических задач (стандартные 
случаи «прямого» применения)?

А.Ж. Как мы видели на уроке, в классе есть 
различные категории учащихся по уровню ма-
тематической подготовки. На этапе первичного 
закрепления при подготовке раздаточного ма-
териала можно было реализовать дифферен-
цированный подход в обучении, например, для 
базового и среднего уровней оставить предло-
женный вариант, а мотивированных учащихся 
попросить найти угол между боковой гранью и 
диагональю многогранника.

В.О. Мне кажется, что не стоит разделять 
класс по уровням на этапе первичного закре-
пления, так как новая тема еще не освоена и 
не отработана. А применить дифференцируе-
мый подход можно в домашнем задании. Здесь 
у ученика будет время продумать относительно 
новую или измененную ситуацию и самостоя-
тельно отыскать решение поставленной пробле-
мы (не в режиме цейтнота).

А.Ж. Плюсом работы по первичному закре-
плению, я считаю, является использование 
различных геометрических тел, которые созда-
ют опору на наглядные образы. А требование 
учителя обосновать ответ работает на закрепле-

ние изученных определений: проекция точки, 
проекция прямой, угол между прямой и пло-
скостью. Все это в целом обеспечивает усвоение 
материала.

Е.Г. Мне бы хотелось отметить, что Катя 
большое внимание уделяет математической 
речи учащихся, что прописано и в целях урока. 
Развитие речи вообще и математической речи в 
частности способствует формированию комму-
никативных универсальных учебных действий, 
что работает на реализацию требований стан-
дарта.

А.Ж. Мне тоже понравились диалоги учите-
ля и учащихся по поиску плана решения и дока-
зательства задач, это своего рода Сократовские 
беседы. Думаю, каждый ученик сможет отве-
тить на наводящие вопросы учителя и таким 
образом придет к истине.

В.О. В домашнем задании, на мой взгляд, не 
следует давать задачи только по готовым чер-
тежам, ведь в них мы не закрепляем умения 
«построить угол между прямой и плоскостью». 
Возможно, задачи по готовым чертежам мож-
но предложить тем ученикам, которые ориен-
тированы на изучение математики на базовом 
уровне. Таким образом, лучше бы дифференци-
ровать домашнее задание, как это уже отмеча-
лось.

А.Ж. Задания по готовым чертежам проще, 
чем задания, при решении которых нужно са-
мостоятельно сделать чертеж по условию, но в 
любом случае они нуждаются в комментариях. 
И еще одно замечание — задачи однообразны. 

Т.Т. Меня удивило окончание урока: не была 
проведена рефлексия и подведены итоги. Урок 
прошел, а выводы не сделаны.

Л.Д. Заканчивая обсуждение, хотелось бы 
отметить сильные стороны урока. Во-первых, 
мы наблюдали организацию различных ви-
дов деятельности учащихся. Во-вторых, на-
блюдали деятельность, направленную на 
«открытие» новых знаний под руководством 
учителя. В-третьих, сильной стороной урока 
являются диалоги. В-четвертых, учителем 
была проделана огромная подготовитель-
ная работа к уроку по созданию электронно-
го пособия. Все это позволяет утверждать, 
что урок ориентирован на новые образова-
тельные стандарты. Учитель постарался со-
блюсти основные требования к подготовке и 
проведению урока, соответствующего новым 
требованиям. Кроме того, на уроке исполь-
зуются современные ИКТ-технологии, что 
способствует развитию у учащихся интереса 
к предмету. 
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 ЕЕЩЮУРИТАТСНОК 
ОЦЕНИВАНИЕ

О. ГРИГОРОВА,
А. ЕВСЕЕВА, 
М. ЗОТОВА,

drakosha976@yandex.ru, 
г. Москва

Фото авторов

Система критериального оценивания

В предыдущей статье (№11/2015) мы рассказали о том, как мы 
пришли к необходимости критериального оценивания, и 
отметили важность проблемы понимания учащимися си-
стемы оценивания контрольных работ, ОГЭ и ЕГЭ. Оцени-
вание бывает формирующим и констатирующим. Основная 
цель формирующего оценивания — выявление текущего 
уровня усвоения знаний и формирование компетенций в 
учебном процессе. Но это мы рассмотрим в следующей ста-
тье. А сейчас поговорим о констатирующем виде оценива-
ния, потому что именно с него мы и начали.

Цель констатирующего оценивания — выявить уровень зна-
ний и предметных компетенций. То есть сейчас речь пойдет 
о том, как оценивать контрольную работу.

Все начинается с создания каталога умений по теме, то есть 
тема разбивается на контролирующие элементы содержания 
(КЭС). Продемонстрируем это на примере темы «Линейные урав-
нения» из курса алгебры 7-го класса.

№ Умение Пример Балл
Блок № 1. Линейные уравнения

1
Применение свойства линейного 
уравнения: нахождение 
неизвестного множителя

2х = 8,

− =
1
2

5x
1

2 Применение свойства линейного 
уравнения: перенос слагаемых

2х – 5 = х + 6,
2х – х = 6 + 5 1

3 Приведение подобных слагаемых 2х – х = 6 + 5,
х = 11 1

4 Раскрытие скобок, перед которыми 
стоят знаки «+» или «–»

– (2х+ 4) =
= 7 + (х – 3) 1

5
Раскрытие скобок при помощи 
распределительного закона 
умножения

4(х – 1) = –2(х + 3) 1

Блок № 2. Решение задач с помощью линейных уравнений

6 Выбор величины для введения 
переменной Туристический 

маршрут длиной 
125 км разбит на 
три части. Первая 
часть на 15 км 
длиннее, чем 
третья. А вторая — 
в два раза больше, 
чем первая. Какова 
длина каждой 
части маршрута?

1

7
Перевод задачи 
на математический язык (таблица, 
схема, краткая запись)

1

8 Составление математической 
модели (уравнения) 1

9 Решение математической модели 
(уравнения) 1–5

10 Нахождение ответа на 
поставленный вопрос к задаче 1-3

11 Выбор и запись ответа 1
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 КОНСТАТИРУЮЩЕЕ 
ОЦЕНИВАНИЕ

На подготовительном этапе учитель состав-
ляет контрольную работу с увеличением уровня 
сложности от задания к заданию либо пользует-
ся уже готовой контрольной работой. Приведем 
пример такой работы.

Контрольная работа
1. Решите уравнение: 

а) 1
3

12x = ;  б) 5х – 4,5 = 3х + 2,5;

в) 2х – (6х – 5) = 45.
2. Таня в школу сначала едет на автобусе, а 

потом идет пешком. Вся дорога у нее занимает 
26 минут. Идет она в 3 раза дольше, чем едет на 
автобусе. Сколько минут она едет на автобусе?

3. В двух сараях сложено сено, причем в первом са-
рае сена в 3 раза больше, чем во втором. После того, 
как из первого сарая увезли 20 т, а во второй привезли 
10 т сена, в обоих сараях сена стало поровну. Сколько 
всего тонн сена было в двух сараях первоначально?

4. Решите уравнение 
7х – (х + 3) = 3(2х – 1).

5. Ленту длиной 48 м разрезали на три части. 
Первая часть на 6 м длиннее, чем вторая, а тре-
тья в 2 раза длиннее первой. Какова длина каж-
дой части ленты?

6*. По контракту рабочим причитается по 48 
франков за каждый отработанный день, а за 
каждый неотработанный с них взыскивается по 
12 франков. Через 30 дней работы выяснилось, 
что работникам ничего не причитается. Сколько 
дней они отработали за это время?

Как мы уже писали, каждое задание разбива-
ется по этапам выполнения и за каждый этап на-
числяется 1 балл. После этого составляется свод-
ная таблица с описанием всех этапов решения по 
каждому заданию, подготавливаются эталоны 
решений для самопроверки для учеников 5–6-х 
классов и таблица самоанализа с ответами для 
учащихся 7–11-х классов. 

Лист самоанализа контрольной работы

№
Умения по каталогу Сумма 

баллов 
за задание

Задания Ответы
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1а
1 1 1

3
12x = 36

1б
1 1 1 3

5x – 4,5 = 3x + 2,5 3,5

1в
1 1 1 1 4

2x – (6x – 5) = 45 –10

2

1 1 1 2 1 6
Таня в школу сначала едет на автобусе, 
а потом идет пешком. Вся дорога у нее 
занимает 26 минут. Идет она в 3 раза 
дольше, чем едет на автобусе. Сколько 
минут она едет на автобусе?

6,5

3

1 1 1 3 1 1 8
В двух сараях сложено сено, причем в 
первом сарае сена в 3 раза больше, чем во 
втором. После того, как из первого сарая 
увезли 20 т, а во второй привезли 10 т 
сена, в обоих сараях сена стало поровну. 
Сколько тонн сена было в двух сараях 
первоначально?

60

4
1 1 1 1 1 5

Решите уравнение 7x – (x + 3) = 3(2x – 1) Любое 
число

5
1 1 1 5 2 1 11 Ленту длиной 48 м разрезали на три 

части. Первая часть на 6 м длиннее, чем 
вторая, а третья в 2 раза длиннее первой. 
Какова длина каждой части ленты?

7,5; 13,5; 
27

6 Нестандартное задание, 
оценивается учителем

20
По контракту рабочим причитается по 
48 франков за каждый отработанный 
день, а за каждый неотработанный с них 
взыскивается по 12 франков. Через 30 
дней работы выяснилось, что работникам 
ничего не причитается. Сколько дней они 
отработали за это время?

6

Общая сумма баллов Отметка
Сумма баллов заданий с правильным 
ответом без учета № 6 Оценка
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На этом же этапе учитель готовит сводную таблицу со списком класса (по вертикали) и списком но-
меров заданий (по горизонтали), в которую входят и колонки с итоговым количеством баллов, оценкой 
и отметкой.

Таблица оценивания контрольной работы

Фамилия
1

2 3 4 5 6 Сумма баллов 
с правильным ответом Оценка Сумма баллов 

подряд + № 6 Отметка
а б в

Максимальный балл 1 3 4 6 8 5 11 20 38 58
1 Иванов Б.
2 Петрова В.
3 Сидорова К.

Завершая подготовительный этап, учитель готовит лист самоанализа, заполняемый учеником при 
самопроверке контрольной работы (см. с. 27).

На втором этапе проводится урок подготовки к контрольной работе, на котором учитель разбирает 
демоверсию работы и показывает таблицу с этапами начисления баллов.

Таблица подготовки к контрольной работе (демоверсия)

№
Умения по каталогу Сумма 

баллов 
за задание

Задание
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1а 1 1
1
5

10x =

1б 1 1 1 3 2x – 5,5 = 7x + 4,5

1в 1 1 1 1 4 3x – (5x + 1) = 18

2 1 1 1 2 1 6
Таня едет на автобусе, а потом идет пешком. Вся дорога 
занимает 24 минуты. Идет пешком Таня в 2 раза дольше, чем 
едет на автобусе. Сколько минут Таня едет на автобусе?

3 1 1 1 3 1 1 8

На верхней полке книг в 5 раз больше, чем на нижней. Если 
с верхней полки взять 20 книг, а на нижнюю поставить 8, 
то на обеих полках книг станет поровну. Сколько книг было 
первоначально на каждой полке?

4 1 1 1 1 1 5 10x – (4x + 8) = 2(8 – 3x)

5 1 1 1 5 2 1 11

Туристический маршрут длиной 125 км разбит на три 
части. Первая часть на 15 км длиннее, чем третья. А вторая 
в два раза больше, чем первая. Какова длина каждой части 
маршрута?

6 Нестандартное задание, 
оценивается учителем 20

Говорят, что на вопрос о том, сколько у него учеников, 
древнегреческий математик Пифагор ответил так: «Половина 
моих учеников изучает математику, четверть изучает 
природу, седьмая часть проводит время в молчаливом 
размышлении, остальную часть составляют три девы». 
Сколько учеников было у Пифагора?

Общая сумма баллов 58

Критерии оценивания контрольной работы

Количественная характеристика — оценка 
(считается сумма баллов только в тех заданиях, которые 
доведены до правильного ответа; без учета № 6)

Качественная характеристика — отметка 
(считается сумма всех баллов вне зависимости от того, 
получен ли правильный ответ; № 6 учитывается)

14–24 балла 3 14–29 баллов Нормально
25–35 баллов 4 30–35 баллов Почти хорошо
36–38 баллов 5 35–36 баллов Хорошо
Оценка № 6 Ставит учитель 36–48 баллов Почти отлично

49–58 баллов Отлично
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В последней колонке помещена демоверсия 
контрольной работы, в процессе решения кото-
рой повторяется разбивка на КЭС каждого зада-
ния для того, чтобы подсчитать сумму баллов за 
контрольную работу. За первое задание мы полу-
чаем 1, 3 и 4 балла, за второе — 6, за третье — 8 и 
так далее. В контрольную работу также включе-
но задание, которое мы назвали «заданием для 
продвинутых пользователей», потому что весь 
процесс набора баллов и прохождения уровней 
чем-то напоминает компьютерную игру. В демо-
версии это задание не показывается, так как оно 
предполагает, помимо применения всех умений 
из каталога, нестандартный подход к решению. 
На уроке подготовки к контрольной работе мы 
только озвучиваем количество баллов, которое 
можно получить за решение этого задания. Кри-

терии могут выдаваться учителем или разраба-
тываться совместно с детьми на этом уроке.

Урок подготовки к контрольной работе может 
быть проведен как фронтально, так и в группо-
вой форме. Если выбрана групповая форма, то 
учитель до урока готовит консультантов в груп-
пы, и уже они прорабатывают в группах демо-
версию. Учитель на таком уроке выполняет роли 
координатора и консультанта. Конспект такого 
урока мы прилагаем к статье (с. 31).

На уроке подготовки к контрольной работе, как 
вы, наверное, помните, учащиеся могут предло-
жить изменения количества баллов по заданиям. 
Тогда учитель корректирует итоговую таблицу. 
Далее проводится контрольная работа в привыч-
ном для всех режиме, учитель проверяет ее и за-
полняет таблицу анализа контрольной работы.

Таблица анализа контрольной работы 

№ Фамилия
1а 1б 1в 2 3 4 5 6 1-я сумма 

баллов Оценка 2-я сумма 
баллов Отметка

1 3 4 6 8 5 11 20 38 58

1 Иванов Б. 1 3 4 6 0 3 0 20 14 3 37 п/о

2 Петрова В. 1 3 4 2 7 2 10 – 25 4 29 н

3 Сидорова С. 1 3 4 6 8 5 11 – 38 5 38 п/п

Критерии оценивания контрольной работы

Количественная характеристика — оценка
Считается 1-я сумма, баллы берутся только в тех заданиях, 
которые доведены до правильного ответа; без учета № 6

Качественная характеристика — отметка 
Считается 2-я сумма, баллы берутся вне зависимости от 
того, получен ли правильный ответ; № 6 учитывается

14–24 балла 3 14–29 баллов Нормально

25–35 баллов 4 30–35 баллов Почти хорошо

36–38 баллов 5 35–36 баллов Хорошо

Оценка № 6 Ставит учитель 36–48 баллов Почти отлично

49–58 баллов Отлично

Мы все прекрасно понимаем, что для оценки 
контрольной работы важно не просто набирать 
баллы, но и довести решение до правильного от-
вета. Поэтому при подведении итогов контроль-
ной работы считается сумма баллов только в тех 
заданиях, которые решены правильно. Шестое 
задание при выставлении оценки не учитыва-
ется, что продиктовано правилами оценивания 
контрольной работы. Возникает вопрос: зачем 
тогда считать баллы за мелкие умения в номе-
рах, если учитываются только те задания, кото-
рые решены правильно? 

Мы пришли к необходимости введения второ-
го типа оценки, которую назвали качественной 
характеристикой контрольной работы. Она нуж-
на ученику в первую очередь для самооценки, по-
тому что, только подсчитывая все баллы подряд, 

он может видеть, сколько умений реально смог 
применить. Также в качественную характери-
стику входят баллы за «продвинутое» задание. 
Появляется вторая колонка в таблице критери-
ев, которая называется «Качественная характе-
ристика». Чтобы их различать при проведении 
целеполагания, планирования и рефлексии на 
уроке, первую мы называем «Оценка», а вто-
рую — «Отметка». 

Отметка выставляется словами: «нормально», 
«почти хорошо», «хорошо», «почти отлично», «от-
лично». Чем полезна отметка? Например, ребенок 
получает за контрольную работу «2». Но при этом 
отметка «почти хорошо» или даже «хорошо». Это 
значит, что скорее всего он имеет проблемы вы-
числительного характера. Соответственно, он по-
нимает, что при выполнении контрольной работы 
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надо перепроверять свои вычисления. И наобо-
рот, при оценке «5» можно получить отметку «хо-
рошо», а не «отлично», что означает, что оформле-
ние решения далеко не идеально и в дальнейшем 
может понизить результат. 

ВАЖНО! В процессе проверки ученических 
работ учитель не оставляет никаких пометок в 
их тетрадях, а ставит только итоговое количе-
ство баллов и оценку. Вся проверка работы фик-
сируется в таблице, потому что самым главным 
моментом этого этапа является урок самоанали-
за контрольной работы, на котором ученик про-
веряет свою работу по эталону и заполняет лист 
самоанализа, самостоятельно выставляя баллы 
за каждое задание и сверяя свои результаты с 
таблицей анализа контрольной работы, предло-
женной учителем. Возможно выставление оцен-

ки за проведенный самоанализ. После заполне-
ния таблицы самоанализа ребенок подсчитывает 
баллы и ставит себе количественную оценку и 
качественную отметку. В случае несоответствия 
полученных баллов учительской оценке он мо-
жет обратиться к педагогу с вопросом. Ученик 
может апеллировать свою оценку, и только по-
сле этого оценка за контрольную работу ставит-
ся в журнал.

Дальнейшая работа может происходить в раз-
ных формах. Если при проверке контрольной ра-
боты выявилась глобальная проблема по классу 
с тем или иным заданием, его можно разобрать 
на этом уроке. Или провести точечную работу в 
группах.

На заключительном этапе работы над темой 
ученик заполняет лист рефлексии. 

Лист рефлексии к контрольной работе

№

Набранные баллы
за умение 

Качественный анализ
(поставь галочку в нужной калонке) Темы для повторной 

отработки 
(поставь галочки 
в нужной строке)максимум реально это 

просто

были затруднения, 
но правильный 
ответ получен

были затруднения, 
правильный ответ 
получен не везде

не сделал 
и не знаю 

как
1 4 4 
2 3 3 
3 3 3  
4 2 1  
5 1 1  
6 3 2  
7 3 0  
8 3 2  
9 10 5  

10 3 2 
11 3 2 

По итогам рефлексии ученик берет себе домаш-
нее задание, чтобы по имеющимся эталонам отра-
ботать номера, в которых он допустил ошибку.

Мы не удивимся, если у читателя возник во-
прос: «Ради чего требуется столько усилий для 
проведения одной контрольной работы?»

В соответствии с требованиями ФГОС во главу 
угла современного образования ставится фор-
мирование личностных компетенций учащихся. 
При подходе, который мы предлагаем, каждый 
ребенок пропускает через себя все этапы, отно-
сящиеся к контрольной работе: подготовки, про-
ведения и анализа результатов, а значит, форми-
руются все три вида компетенций: предметные, 
метапредметные и личностные.

Мы увидели, что учащимся нравятся уроки са-
моанализа контрольной работы. Почему это про-
исходит? Давая ребенку роль проверяющего, мы 
повышаем его статус и самооценку в собственных 
глазах. И ребенок не отказывается от выполне-
ния домашней работы, даже если она получилась 

достаточно объемной, поскольку он сам выявил и 
решил ликвидировать свои пробелы.

В течение учебного года уровень написания 
контрольных работ повышался. Мы связываем 
это с тем, что на этапе подготовки к контрольной 
работе ребенок становится соучастником процес-
са, четко видит структуру работы, это заставляет 
его ставить для себя цель набрать максимальное 
для своего уровня количество баллов. Получая 
не только количественную, но и качественную 
оценку работы, ребенок имеет возможность по-
высить свою мотивацию к учению. Слабоуспе-
вающий ученик, даже получив «3» на пересдаче 
работы, четко видит повышение качества своего 
труда, выраженное в баллах, а это стимулирует 
его стремление повысить баллы до следующе-
го уровня. Ученик с высокой мотивацией видит 
перспективу повышения качественной оценки 
до максимально возможного уровня, что застав-
ляет его выполнять творческие задания и решать 
нестандартные задачи.
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Лист планирования

Дата работы: 27.02.2015
Тема работы: «Тренинг по теме 
«Свойство катета и гипотенузы прямоугольного треугольника с углом 30°»
Цель проекта: построить лестницу успеха класса.
Распределение ролей: 
руководитель — Алсу Османова, 
докладчик — Алина Цусевич, 
техник — Петр Акимов, 
оформитель — Иван Барзенков.
Задачи работы: 
1) Провести целеполагание в группе (предполагаемая цель: решить много задач по теме, выйдя 

на 2–3-ю ступени лестницы успеха).
2) Повторить теоремы о прямоугольном треугольнике с углом 30°.
3) Каждый должен решить все задачи первого уровня.
4) Каждый должен решить минимум одну задачу второго или третьего уровня на выбор.
5) Подвести итоги в группе, обсудить и выставить оценки.
6) Представить итог работы класса в форме плаката и презентации.
7) Подготовить и сделать доклад.
8) Заполнить карточку рефлексии.
Итоги работы класса: 
2-я ступень — _______ человек — _____%;
3-я ступень — _______ человек — _____%.

А. ЕВСЕЕВА,
г. Москва

Открытый урок. Геометрия. 7 класс

  УРОК-ТРЕНИНГ: 
«СВОЙСТВО ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
ТРЕУГОЛЬНИКА С УГЛОМ 30°»

Цель урока: каждый ученик с помощью консультантов должен научиться решать задачи второго или третье-
го уровня сложности.

Подготовка к уроку. Для проведения урока-тренинга необходимо заранее подготовить консультантов 
в группах, которые и будут работать в проектной технологии. Консультантам необходимо научиться 
идеально решать задачи всех трех уровней. Для этого материал им выдается заранее, решения задач 
разбираются под контролем учителя за день или два до проведения урока-тренинга. В группе кон-
сультантов проводится целеполагание. 

Примерный результат целеполагания и планирования выглядит так.

Этап 1. Учащиеся делятся на группы по 3–
4 человека.

Этап 2. В ходе беседы подвожу учащихся 
к формулированию темы и цели урока, представ-
ляю консультантов.

Этап 3. Консультанты собираются в отдельную 
группу, окончательно распределяют роли, уточ-
няют цель и план работы, начинают готовить пре-
зентацию проекта.

Этап 4. Пока консультанты готовятся, в классе 
идет повторение необходимой для решения задач 
теории. Учащиеся отвечают на вопросы: 

• Какой треугольник называется прямоуголь-
ным? 

• Как называются стороны прямоугольного 
треугольника? 

• Как формулируется теорема о сумме углов 
прямоугольного треугольника? 

Ход урока
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Задачи по уровням

Уровень 1.  Вариант 1
1. Длину какого катета можно вычислить в треугольнике? Покажите его. Чему равна эта длина?

       
2. Вычислите длину гипотенузы.

           
Уровень 2. Вариант 1
1. Один из углов прямоугольного треугольника равен 30°, а меньший катет на 9 см меньше гипоте-

нузы. Вычислите длину гипотенузы. 
2. Один из углов прямоугольного треугольника 60°, а сумма длин гипотенузы и меньшего катета 

равна 21 см. Вычислите длину гипотенузы.
Уровень 3. Вариант 1
1. Угол, противолежащий основанию равнобедренного треугольника, равен 120°. Высота, прове-

денная к боковой стороне, равна 7 см. Найдите основание треугольника. 
2. Из середины D стороны ВС равностороннего треугольника АВС проведен перпендикуляр DM 

к прямой АС. Найдите АМ, если АВ = 18 см.

Таблица подсчета баллов

Группа № ___        
Руководитель-консультант _______________

Фамилия 
ученика

Целеполагание
(0–1–2)

Теория
(0–1–2)

1-й уровень
(1 + 2 + 1 + 2)

2-й уровень
(2 + 4)

3-й уровень
(3 + 3)

Общий 
балл

Оценка

Всего

Критерии оценки: 15–16 баллов — «5»; 12–14 — «4»; 8–11 — «3»; менее 8 баллов — «2».

• Как формулируется свойство сторон прямо-
угольного треугольника с углом в 30°? 

• Как формулируется обратная теорема?
Этап 5. Консультанты идут работать с участ-

никами своей группы.
Обязанности консультанта в группе:
1) Проводит целеполагание.
2) Повторяет формулировку теоремы, выдает 

задание на построение доказательства теоремы 
(доказательство теоремы разрезано на части, не-
обходимо его восстановить).

3) Озвучивает критерии оценки за решение за-
дач.

4) Проверяет умение решать задачи первого 
уровня сложности.

5) Помогает, если это необходимо, решать за-
дачи второго и третьего уровней сложности.

6) В процессе работы группы заполняют та-
блицы подсчета баллов (выполняется на листе 
формата А3).

7) Озвучивает участникам группы их оцен-
ки, выставленные в соответствии с критериями, 
и расставляет их фамилии и имена на лестнице 
успеха (выполняется на листе формата А2).

Лестница успеха группы № __
Руководитель ___________________

8) Выдает домашнее задание (это одна из не-
решенных на уроке задач).

Этап 6. Консультанты идут работать по подве-
дению итогов проекта, готовить доклад и плакат.

Этап 7. Пока консультанты готовятся, все участ-
ники групп заполняют карточки рефлексии.

Этап 8. Выступает докладчик проектной груп-
пы и сообщает, сколько учащихся класса достиг-
ло при решении задач 2-го уровня, сколько 3-го.

Этап 9. Консультанты заполняют карточку 
рефлексии.
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Карточка рефлексии участников группы

Дата урока _________________________
Тема урока _________________________
Номер группы ______________________
Фамилия, имя ______________________
Оцени свою работу на уроке. Отметь «галоч-

кой» вариант ответа, с которым ты согласен.

1. Участвовал ли ты в постановке цели уро-
ка?
 Да, участвовал активно.
 Участвовал, но неактивно.
 Не участвовал.

2. Можешь ли ты доказать теорему о сто-
ронах прямоугольного треугольника с углом 
30°?
 Да, могу.
 Могу, но мне потребуется помощь.
 Знаю формулировку теоремы, но дока-

зать не могу.
 Не знаю теорему, надо выучить.

3. Легко ли тебе далось решение задач пер-
вого уровня?
 Да, все получилось хорошо.
 Получилось, но потребовалась помощь 

консультанта.

4. Какой ступени при решении задач ты 
достиг?
 3-й ступени.  2-й ступени.

5. Оцени свой вклад в работу на уроке по 
одному из критериев*. Отметь нужное место 
на линейке знаком «×».
 Тему освоил слабо, нужны дополни-

тельные занятия.
 Я сделал очень много, достиг 3-й ступе-

ни, уверен в себе.
  

6. Оцени работу консультанта твоей груп-
пы по одному из критериев*. Отметь нужное 
место на линейке знаком «×»
 Консультант недостаточно владеет ма-

териалом, не помогал решать задачи.
 Консультант отлично владеет мате-

риалом, оказывал квалифицированную по-
мощь.

  

* Степень удовлетворенности работой по крите-
риям «» и «» показывается знаком «×»: чем бли-
же к кружку или квадратику ставится крестик, тем 
более выделяется данный критерий.

Карточка рефлексии консультанта группы

Дата урока _________________________
Тема урока _________________________
Номер группы ______________________
Фамилия, имя ______________________
Оцени свою работу на уроке. Отметь «галоч-

кой» вариант ответа, с которым ты согласен.

1. Как проходило целеполагание в груп-
пе?
 Все участвовали активно.
 Не все члены группы были активны.
 Цель урока пришлось подсказать.

2. Как составляли доказательство теоре-
мы?
 Быстро, сообща.
 Самостоятельно, но участвовали не все.
 Пришлось оказать помощь.

3. Как проходило решение задач первого 
уровня?
 Все участники группы решили задачи 

легко и быстро.
 Частично помогал в решении задач.
 Пришлось всем участникам оказывать 

помощь.

4. Какой ступени при решении задач до-
стигли участники группы?
 Третьей ступени.
 Частично второй, частично третьей сту-

пени.
 Второй ступени.

5. Кому из твоей группы необходимы до-
полнительные занятия по теме (напиши фа-
милии, если такие имеются)? ____________
_____________________________________
_____________________________________
_____________________________________

6. Оцени свою работу по одному из крите-
риев*. Отметь нужное место на линейке зна-
ком «×».
 Я недостаточно владею материалом, не 

помогал решать задачи.
 Я отлично владею материалом, оказы-

вал квалифицированную помощь.

  

* Степень удовлетворенности работой по кри-
териям «» и «» показывается знаком «×»: чем 
ближе к кружку или квадратику ставится крестик, 
тем более выделяется данный критерий.



МАТЕМАТИКА   декабрь    2015 3434

М. ЧИБИСОВА,
г. Москва

 О КОНСТАТИРУЮЩЕМ 
ОЦЕНИВАНИИ

 Авторы рассказывают о кон-
статирующем оценивании, которое, в отличие от 
формирующего, имеет итоговый характер. Ис-
пользуется оно прежде всего для подведения ру-
бежных итогов. (Для сравнения: формирующее 
оценивание — это обратная связь при изучении 
темы, направленная на отслеживание процесса 
овладения компетенциями.) В педагогической 
практике подобное констатирующее оценивание 
чаще всего осуществляет учитель, а для учащихся 
итогом освоения темы становится оценка, выстав-
ляемая в журнал. Даже если вслед за проведением 
контроля следует работа над ошибками, она, как 
правило, просто предполагает решение невер-
но выполненных заданий. Ошибки исправлены, 
оценки получены… и каков итог? 

В психологии есть известное понятие — «эф-
фект незавершенного действия». Оно описывает 
хорошо знакомое нам всем явление: пока мы на-
ходимся в процессе какого-либо занятия, мы хо-
рошо помним все его детали, этапы выполнения, 
последовательность шагов, но стоит нам его завер-
шить, как все моментально забывается. Нечто по-
добное мы часто замечаем и в обучении: пока дети 
готовятся к проверочной работе или к экзамену, 
они владеют материалом по предмету, но после 
того, как все сдано и оценка получена, знаний 
как не бывало. Описанная в статье схема работы 
позволяет в некоторой степени справиться с этой 
проблемой. 

Прежде всего, принципиально меняется сам 
подход к проверочной работе.  И на этапе подго-
товки, и на этапе самоанализа в фокусе внима-
ния авторов статьи не просто задание, а умение.  
То есть дети не столько сконцентрированы на 
анализе того, правильно ли выполнено задание, 
сколько получают возможность понять, чему они 
научились. Получается, что хотя тема вроде бы 

завершена, тем не менее на ее основе ставятся 
следующие цели: ученик может и выделить свои 
сильные стороны, и обозначить направления для 
дальнейшего роста. То есть действие не заверша-
ется, а, наоборот, продолжается!  

Если же говорить о метапредметных компе-
тенциях, то данная схема способствует развитию 
рефлексивных компетенций, а также  компетен-
ций, связанных с организацией и планированием 
работы: сначала ставится цель, а в конце проис-
ходит сопоставление достигнутых и планируемых 
результатов. При этом сам учитель как бы само-
устраняется: дети ориентируются не на оценку 
учителя, а на каталог умений. Это ставит учени-
ков в активную позицию субъектов собственного 
обучения. При этом учитель прекрасно обходится 
без навязших в зубах комментариев типа «Ты же 
учишься для себя», но при этом создает такую си-
стему, которая максимально стимулирует само-
стоятельность. 

Конечно, обращает на себя внимание большой 
объем подготовительной работы. Может возник-
нуть ощущение,  что использование этой схемы 
излишне затратно по времени. На самом деле, 
здесь на конкретном примере изучения линейных 
уравнений изложен алгоритм работы, который 
при регулярном повторении значительно упро-
стит работу педагога. К тому же форма таблиц 
и сам принцип оценивания переходят от темы 
к теме, а значит, потребуется все меньше времени 
для их заполнения. Так что определенные усилия, 
потраченные на этапе освоения технологии, с лих-
вой окупятся на последующих этапах.  И кроме 
того, можно объединить свои усилия с коллегами, 
как это делают наши авторы. Естественно, для 
учеников первое время тоже потребуется допол-
нительное время, чтобы разобраться в критериях 
и таблицах, однако им это также по силам. В
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 МАТЕМАТИКА 
ПО ВОСТОЧНОМУ 
КАЛЕНДАРЮ

Л. ГОРИНА,
г. Михайловск,  Свердловская обл.

Задание 1. «Знаете ли вы…»  Закрасьте все четные числа.
67 11 45 87 63 24 64 22 16 34 35 89 95 13 33
15 31 29 33 12 19 23 2 57 22 71 69 71 57 39
41 37 13 51 78 25 81 76 47 62 38 17 19 79 51
55 83 49 45 90 92 53 84 59 93 18 44 91 11 99
75 77 61 15 35 10 58 62 15 21 23 74 86 49 27
93 2 73 4 53 79 33 21 27 25 55 89 12 82 65
43 6 64 8 91 75 19 37 69 47 67 31 47 56 14
18 5 16 3 44 23 55 39 40 28 36 63 37 39 50
20 8 10 6 36 14 26 48 74 60 94 10 83 87 36
41 4 27 2 43 30 38 18 96 48 44 24 76 18 45
17 2 38 4 17 31 42 10 48 46 92 74 16 87 99
45 85 41 55 83 61 68 59 65 81 24 83 97 95 89
47 97 53 85 29 69 74 73 59 75 98 85 43 93 81
49 51 95 57 88 56 34 75 77 68 26 61 91 17 23

Задание 2. «Как тебя зовут, Огненная обезьяна?»
2016 год — год Огненной (красной) обезьяны. Под это описание 
подходят обезьяны, изображенные на фото слева. Узнайте назва-
ние вида, к которому они принадлежат, выполнив задание.
Задание. Найдите значение выражения: 
52 ;       33;       17;       23;       2æ32;       82;       103;       (2 + 4)2;        22 + 42.

1 С 10 Т 6 А 27 Ш

18 Е 36 К 7 М 9 А

36 Р 16 И 8 О 25 Н

64 Г 20 У 1000  Л 30 Н

Вычеркните получившиеся 
числа в поле ответов. Из остав-
шихся букв составьте слово, 
которое и будет обозначать на-
звание вида обезьян, представ-
ленных на фото.

Это интересно. Эту обезьяну легко отличить от других обезьян 
благодаря ее шелковистой шерсти и львиной огненно-медной гри-
ве до плеч. Большие круглые глаза темно-коричневого цвета, яр-
кая шерсть и богатая мимика делают этих животных чрезвычайно 
привлекательными. Их тела имеют размер до 25 см, это без учета 
хвоста длиной до 37 см, а вес достигает 800 граммов. Эти обезьянки 
являются представителями одного из самых редких видов млеко-
питающих, встречающихся в природе. Только 400 особей осталось 
в мире, большинство из них обитает на территории заповедника в 
Рио-де-Жанейро (Бразилия). 

2016 год — год Огненной (красной) обезьяны. Предлагаю материал 
для проведения занятий в 5–6-х классах накануне Нового 
года. При проведении занятия представленный материал 
используется как раздаточный. Если занятие проводить не 
планируется, то эту информацию можно разместить на стенде 
и рекомендовать учащимся выполнить задания в каникулы. 

5—6 классы

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru 
(Материалы на стенд и ссылки на иллюстрации.)
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Задание 3. «Заработай бананы — покорми обезьянку!»
Вариант 1 Вычисли устно и запиши ответы.

1. 17æ3 = 
2. 75 + 85 = 
3. 42 – 22 = 
4. 87 : 3 = 
5. 104 – 86 = 
6. 129 + 71 = 
7. 25 · 4 = 
8. 75 : 25 = 
9. 38 · 2 = 
10. 81 – 49 = 
11. 55 + 59 = 
12. 95 : 5 = 

После сверки ответов посчитай, сколько бана-
нов ты заработал для своей обезьянки. Раскрась 
те бананы, номера которых совпали с номерами 
верно решенных примеров, чтобы показать обе-
зьянке, что эти бананы она может съесть.

Задание 4. «Ох, уж эти обезьяны, они…»
…играли в барабаны
Обезьяны ждут гостей и по очереди репетиру-

ют на барабанах. Первая обезьяна била в бараба-
ны 1 ч 30 минут, вторая — на 45 минут дольше, 
чем первая, но на 25 минут меньше, чем третья. 
Сколько времени продолжалась репетиция?

…сидели на диване 
Обезьяны Тото, Мими, Лулу и их хозяин Дэвид 

сидят на диване. Если Лулу, сидящая справа от 
всех, сядет между Тото и Мими, то Мими станет 
крайней слева. В каком порядке они сидят?

…мечтали о бананах
Необычный крокодил 
К обезьянкам в гости плыл: 
Очень много угощенья
В магазине он купил. 
А они его встречали:
Три — навстречу выбегали,
Две — на пальму залезали, 
Пять — залезть им не давали,
Шесть — играли вдалеке, 
Пять — сидели на песке, 
Семь — повисли на лианах…
Все мечтали о бананах…
Помогите крокодилу
Обезьянок сосчитать. 
Чтоб бананов всем хватило,
Сколько же их нужно взять? 

…собрали чемоданы
Обезьяны хотят выступать в цирке и собрали 

в чемоданы свои наряды. У каждой из них в ком-
плекте: две шляпки, две кофточки и двое штани-
шек. Сколько разных нарядов каждая из них смо-
жет составить из данных вещей?

…качались на лианах
Маугли похитила стая обезьян. Всего их в стае 

было 300. Треть стаи уговаривала Маугли стать их 
вожаком, 28 обезьян были против этого, 77 обе-
зьян просто ели орехи, а пятая часть оставшихся 
спокойно качалась на лианах. Сколько обезьян 
качалось на лианах? 

…такие хулиганы
Маугли попросил пятерых обезьян угостить его 

орехами. Обезьяны набрали орехов поровну и по-
несли Маугли. По дороге они поссорились и каж-
дая обезьяна бросила в каждую по ореху. В ре-
зультате они принесли орехов вдвое меньше, чем 
собрали. Сколько орехов получил Маугли?
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Задание 5. «Давайте познакомимся!»
Выберите обезьяну, название которой вы хотите узнать.
Решите уравнения, в колонку рядом  впишите ответы и соответствующие им буквы, взяв их из табли-

цы ниже, и вы получите название вида, к которому относится обезьяна, изображенная на фото. Найдите 
в Интернете интересные факты об этом виде обезьян.

№
«Давайте

познакомимся!»
Уравнения

Ответ и 
соответствующая 

ему буква
№

«Давайте
 ознакомимся!»

Уравнения
Ответ и 

соответствующая 
ему буква

1

1. 42 : x = 21.     
2. 39 + x = 40.
3. 6x = 12.           
4. 42 – x = 21.
5. 27 – x = 17.    
6. x : 3 = 5.

3

1. 28 : x = 2.         
2. 39 – x = 38.
3. 5x = 60.            
4. x + 9 = 10.
5. 28 – x = 16.     
6. 3 : x = 3.

2

1. x + 18 = 22.     
2. 27 – x = 17. 
3. 52 : x = 26.      
4. 4x = 8.
5. x : 2 = 8.           
6. x : 5 = 3.

4

1. 170 : x = 10.      
2. 49 + x = 50.
3. 6x = 18.              
4. 42 – x = 32.
5. 27 – x = 26.       
6. 45 : x = 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
А Б В Г Д Е Ё Ж З И Й К Л М Н О П
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
Р С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я

Указания для учителя 
Задание 1. «Знаете ли вы…»

В начале занятия спросите у учащихся, зна-
ют ли они, какое животное является символом 
2016 года. Предложите им получить картинку с 
изображением этого животного, закрасив в ин-
дивидуальных карточках все четные числа. По-
советуйте им брать для раскрашивания красные 
или ярко-оранжевые карандаши, при переходе 
к заданию 2 они поймут почему. Ответ:

67 11 45 87 63 24 64 22 16 34 35 89 95 13 33
15 31 29 33 12 19 23 2 57 22 71 69 71 57 39
41 37 13 51 78 25 81 76 47 62 38 17 19 79 51
55 83 49 45 90 92 53 84 59 93 18 44 91 11 99
75 77 61 15 35 10 58 62 15 21 23 74 86 49 27
93 2 73 4 53 79 33 21 27 25 55 89 12 82 65
43 6 64 8 91 75 19 37 69 47 67 31 47 56 14
18 5 16 3 44 23 55 39 40 28 36 63 37 39 50
20 8 10 6 36 14 26 48 74 60 94 10 83 87 36
41 4 27 2 43 30 38 18 96 48 44 24 76 18 45
17 2 38 4 17 31 42 10 48 46 92 74 16 87 99
45 85 41 55 83 61 68 59 65 81 24 83 97 95 89
47 97 53 85 29 69 74 73 59 75 98 85 43 93 81
49 51 95 57 88 56 34 75 77 68 26 61 91 17 23

Задание 2. «Как тебя зовут, Огненная обезьяна?»
Учитель диктует (пишет на доске или демон-

стрирует с помощью проектора) задание.
Учащиеся выполняют задание и вычеркивают 

ответы в своих карточках.
По окончании работы в карточках останутся те 

буквы, из которых нужно будет составить назва-
ние одного из видов Огненной обезьяны. Слово 
малознакомое, поэтому выслушайте все версии 
учащихся, если среди них не будет правильного 

ответа, то пусть они просто прочитают название 
этого вида обезьян, расположив оставшиеся в та-
блице буквы по порядку. Ответ: ТАМАРИН.

1 С 10 Т 6 А 27 Ш
18 Е 36 К 7 М 9 А
36 Р 16 И 8 О 25 Н
64 Г 20 У 1000 Л 30 Н

Задание 3. «Накорми обезьянку» — устный счет 
с элементами раскрашивания.

Карточки для устного счета представлены 
в двух вариантах. Примеры в них разные, а отве-
ты  одинаковые. Это сделано для того, чтобы бы-
стро провести сверку ответов. Ответы можно про-
диктовать или показать с помощью проектора.

Примеры в вариантах разные, но ответы по 
вариантам полностью совпадают. 

1. 51.  2. 160.  3. 20.  4. 29.  5. 18.  6. 200.  
7. 100.  8. 3.  9. 76.  10. 32.  11. 114.  12. 19.
Задание 4. «Ох, уж эти обьезьяны, они…» — блок 
занимательных задач, содержание которых по-
священо обезьянам.
Задание 5. «Давайте познакомимся!» — матема-
тические задания для знакомства с интересны-
ми названиями видов обезьян. 

Работу с этими заданиями можно организо-
вать и с классом, а можно разместить на стенде. 
Задания легкие, чтобы не отбить у учащихся 
желание их решить и получить интересную ин-
формацию для расширения кругозора. Предпо-
лагается, что каждый ученик выберет одно-два 
задания и будет с ними работать, а потом можно 
провести общее обсуждение. 
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А. СГИБНЕВ,
fl exus@mail.ru,

г. Москва

Учимся записывать условия
Не секрет, что школьники 7–8-х классов невнимательно чита-

ют задачи по геометрии и плохо умеют записывать их условия. 
Для развития этих навыков можно проделать такие упражнения.

Двое за партой получают роли: у одного листок бумаги с усло-
вием задачи, у другого чистый лист. Они могут разговаривать, но 
им нельзя показывать друг другу свои листы. Задание: записать 
на чистом листе «Дано» к задаче и сделать чертеж. 

Потом листочки собирают, выдается новая задача, а ученики 
меняются ролями. После этого обоим ученикам выдают «Дано» 
с чертежом, которое они записали к первой задаче. Им надо ее ре-
шить. 

В первом задании школьники учатся вычленять важные мо-
менты в условии. Во втором  — проверяют, хорошо ли смогли это 
сделать.

Эту форму работы придумала Н.М. Нетрусова (школа-интернат 
«Интеллектуал», г. Москва).

Как задавать домашние задания
Домашние задания надо задавать с ясной целью: зачем дается 

каждое задание (отработка навыка, проверка знаний, текст для 
обсуждения, проблема, подводящая к новой теме, и т.д.), что 
именно отрабатывается, проверяется и т.д. в каждом задании.

• Надо оперативно проверять (чтобы не накапливались ошиб-
ки), оценивать, обсуждать; дети должны понимать, что проверка 
нужна для дела, а не «для галочки».

• Должны быть ясные критерии — какая оценка за какой объ-
ем работы ставится.

• Надо оценивать время выполнения домашнего задания уче-
ником (обычно оно равно времени выполнения задания учителем, 
увеличенному в 2 раза для старших классов и в 3 — для средних) 
и договариваться об общих нормах (2,5 ч в неделю в 5–7-х клас-
сах, 3 ч в 8–9-х классах и 3,5 ч в старшей школе!).

• Полезно при получении задания обсудить с учащимися спо-
соб его выполнения, чтобы не тратить время на «ложные ходы» и 
избежать типичных ошибок.

• Хорошо давать даже в рамках одной группы и одного мате-
риала разноуровневые домашние задания (каждому по силам).

• Некоторым учителям и ученикам нравятся открытые домаш-
ние задания, в которых дано заведомо больше, чем нужно на «от-
лично». Они увеличивают вариативность. Однако возможно, что 
открытые домашние задания «давят» на старательного школьни-
ка, который стремится сделать все; если это так, то дополнитель-
ные задания лучше предлагать индивидуально и не на оценку, 
а «для удовольствия».

М
Е

Т
О

Д
О

Б
Ъ

Е
Д

И
Н

Е
Н

И
Е

 /
 М

А
С

Т
Е

Р
С

К
А

Я

Фото: О. Григорова
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• Задания часто можно оптимизировать по 
времени выполнения: не переписывать весь 
текст, а только слова с пропущенными буква-
ми, задавать вопросы перед чтением текста, а не 
после и т.д.

• Школьникам интересно не получать готовую 
информацию, а самим находить ее. Чтобы заин-
тересовать получением ответа, нужно поставить 
интригующий вопрос.

• При отборе материала полезно помнить о та-
ком подходе: лучше решить одну задачу пятью 
способами, чем пять задач одним; лучше подроб-
но изучить один роман автора и на его примере 
хорошо понять приемы и художественные осо-
бенности, чем поверхностно изучить все творче-
ство.

• Если материал нового урока зависит от того, 
справились ли дети с домашним заданием, учи-
телю полезно заранее понять, что он будет де-
лать, если они не справятся.

Это тезисы обсуждений с методического семи-
нара по домашним заданиям в школе-интернате 
«Интеллектуал».

Самостоятельная «Найди ошибки»
Во многих темах есть ошибки, которые школь-

ники допускают всегда. Полезно заранее о них 
предупреждать. Но и в конце темы, и при под-
готовке к контрольной работе полезно собрать 
примеры с типичными ошибками учеников. По-
лучается своеобразная самостоятельная работа: 
даны решения задач, надо их проверить и ис-
править ошибки. Школьники с удовольствием 
берут красную ручку, перечеркивают, удивля-
ются, какой глупый человек писал, ставят двой-
ки... Потом полезно обсудить, кто какие ошибки 
нашел.

Рисуем по памяти
Школьники не умеют рисовать и представ-

лять, особенно если фигуры сложные. Поможет 
этой беде такое упражнение (предложил А.К. Ко-
вальджи).

На закрытой доске учитель рисует сложный 
объект (куб с вырезанным кубиком, лист Мебиуса, 
тор, треугольник Пенроуза и т.д.). Потом доска от-
крывается на 30 секунд — можно только смотреть 
и запоминать, рисовать нельзя. Доска закрывает-
ся, школьники пытаются нарисовать в тетрадях 
предложенный объект, показывают учителю. Те, 
кто справился, помогают проверять других. Через 
некоторое время можно еще раз на 30 секунд от-
крыть рисунок и дать вторую попытку.

Увлекает, разнообразит занятие; тренирует 
зрительную память и развивает умение изобра-
жать относительно сложные объекты.

Как быстро проверить домашнюю работу
Чем быстрее будет проверена домашняя работа, 

тем лучше: ошибки не накапливаются, школьник 
не привыкает к неправильным действиям, лучше 
понимает новый материал. Идеально — прове-
рять домашние задания прямо в начале урока. 

Как это сделать?
С сознательными старшеклассниками бывает 

достаточно быстро сравнить ответы к задачам и 
обсудить возникшие в процессе выполнения во-
просы.

Со школьниками помладше можно делать так: 
в начале урока дается самостоятельная работа на 
5–15 минут, домашние тетради в раскрытом виде 
лежат при этом на столах, а учитель проходит 
и быстро смотрит. Сразу же выявляются те, кто 
не выполнил домашнего задания. Про выявлен-
ные ошибки можно сразу сказать ученику. Если 
у многих одна и та же ошибка — можно после само-
стоятельной работы обсудить ее коллективно. Это 
хороший способ проверки небольшого по объему 
домашнего задания. Тетради со сложными ошиб-
ками можно отложить и проверить после урока.

Тетради с самостоятельной работой после ее 
окончания можно собрать, а можно устроить са-
мопроверку, сравнив ответы с ответами того, кто 
решил быстрее всех и успел написать их на доске.

Складываем углы
Как быстро научить школьников складывать 

величины углов в градусах, минутах и секун-
дах? Обычная ошибка: по привычке думают, что 
в одном градусе сто минут, как в десятичной си-
стеме. Можно дать сначала несколько примеров 
на сложение отрезков времени, а потом на сло-
жение величин углов, желательно, чтобы они 
были аналогичными:
5 ч 3 мин. 15 с + 2 ч 22 мин. 48 с = 7 ч 26 мин. 3 с;
5°  3R           15S  + 2°  22R           48S  = ?

Решение по цепочке
Как добиться, чтобы школьники следили за 

решением разбираемой задачи? Ведь если рас-
сказывает решение один, то остальные часто от-
влекаются.

Можно делать разбор по цепочке: один начи-
нает решение, потом учитель просит продолжить 
другого и так далее. Чтобы продолжить, надо 
следить за происходящим. Особенно удобно это 
делать при разборе задач, где есть естественное 
деление на шаги. Например, в задачах на алго-
ритм: «Так, а если вторая монетка оказалась тя-
желее, что мы делаем? Петя!» Или в задачах на 
построение сечений (или построение циркулем и 
линейкой): каждый новый ученик выходит к до-
ске и проводит очередную линию.
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    КОНТРОЛЬНАЯ 
РАБОТА ПО ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ

И. ВЫСОЦКИЙ,
i_r_vysotsky@hotmail.com,

г. Москва

 В апреле 2015 года через информационную 
систему Статград школам впервые предлагалась контрольная ра-
бота по теории вероятностей для 10-х классов. Работа содержала 
7 заданий (всего 10 пунктов) и была рассчитана на один урок. 

Демонстрационный вариант работы был доступен на сайте Стат-
града и на сайте Лаборатории теории вероятностей на протяжении 
месяца перед работой. Верное выполнение каждого пункта оцени-
валось в 1 балл. Была рекомендована схема перевода первичного 
балла в отметку по пятибалльной шкале: 

0–2 балла — «неудовлетворительно»;
3–4 балла — «удовлетворительно»;
5–7 баллов — «хорошо»;
8–10 баллов — «отлично».
Работа предлагалась на одном уровне требований. Охват материа-

ла был значительным — от простейших задач на поиск вероятно-
стей в классическом эксперименте с монетой до заданий на услов-
ную вероятность и свойства распределений случайных величин. Все 
задачи были типовыми и не должны были вызвать проблем у уча-
щихся, изучавших соответствующие темы. Однако во многих шко-
лах преподавание теории вероятностей в старших классах сводится 
к решению узкого набора однообразных задач ЕГЭ. По этой причине 
работу в целом можно было охарактеризовать как сложную.

Работу писали 2412 учащихся из 97 школ в 5 регионах России. 
Анализ работы показал, что десятиклассники плохо справляют-

ся с первым заданием, хотя, казалось бы, оно не должно вызвать 
никаких трудностей. Вероятно, это связано с тем, что многие учи-
теля натаскивают школьников на вероятностные задачи ЕГЭ и при 
этом мало внимания обращают на простейшие классические экс-
перименты с монетами или кубиками. 

Только три образовательных учреждения отметили темы, свя-
занные со случайными величинами и условной вероятностью как 
неизученные. На самом деле таких школ, конечно, больше. Рас-
пределение учащихся по баллам показано на диаграмме. 

Средний балл: 4,51 (из 10). Медиана: 4. Стандартное отклоне-
ние: 1,92

10 класс

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru
(Вариант 2.)
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Хорошо заметен «скачок» на границе 2–
3 балла, то есть при переходе к школьной тройке. 
Менее выражен скачок на границе 7–8 баллов и 
почти не наблюдается тенденции к завышению 
отметки на границе «тройка–четверка» (4–5 
баллов). Для устранения искажений, связанных 
с «натягиванием», была проведена коррекция 
распределения. Оценка доли завышенных отме-
ток на границе 2–3 балла — около 5,8%, на гра-

нице 7–8 баллов — около 2,8%. При этом средний 
первичный балл 4,51 практически не изменился, 
поэтому его можно считать надежным показате-
лем выполнения работы в целом.

В будущем учебном году планируется провести 
аналогичную работу на двух уровнях — базовом 
и углубленном. Аналогичный переход к двум 
уровням планируется и в московских городских 
контрольных работах для 7-х и 8-х классов.

Вариант 1
Для заданий 1–4 запишите только ответ. 

Для заданий 5–7 запишите полное решение и 
ответ.

1. Игральную кость подбрасывают дважды. 
Найдите вероятность того, что оба раза выпало 
меньше 4 очков.

2. В соревнованиях по толканию ядра участву-
ют 4 спортсмена из Финляндии, 7 спортсменов 
из Дании, 9 — из Швеции и 5 — из Норвегии. 
Порядок, в котором выступают спортсмены, 
определяется жребием. Найдите вероятность 
того, что спортсмен, выступающий последним, 
окажется из Швеции.

3. В люстру ввернули две новые совершенно 
одинаковые лампочки. Вероятность того, что 
в течение первого месяца службы лампочка пе-
регорит, для обеих лампочек одна и та же. Пере-
гореть лампочки могут независимо друг от дру-
га. Известно, что вероятность того, что к концу 
первого месяца обе лампочки будут исправны, 
равна 0,81. Найдите вероятность того, что в те-
чение первого месяца обе лампочки перегорят.

4. В некотором месте плохая мобильная связь 
Известно, что, находясь в этом месте, вероят-
ность успешно отправить смс равна 0,9. Какова 
вероятность того, что из четырех смс три окажут-
ся отправленными, а одну отправить не удастся?

5. На уроке физкультуры школьники трениро-
вались в прыжках в длину. В таблице даны длины 
прыжков (в см) одного из школьников. Среднее 
арифметическое результатов равно 151,8 см. 

Попытка Результат 
(см) Попытка Результат 

(см)
1 51 6 225
2 232 7 49
3 227 8 226
4 227 9 210
5 223

а) Найдите медиану, а также наибольшее и 
наименьшее значение результатов.

б) Какая из четырех мер (среднее арифметиче-
ское, медиана, наибольшее и наименьшее) луч-
ше подходит для описания наивысшего дости-
жения этого школьника? Какая величина лучше 
подходит для описания типичного прыжка? Обо-
снуйте свой ответ. 

6. В конце некоторой игры Андрей имеет две 
попытки, чтобы, бросая монету, выбросить орла. 
Если оба раза выпадает решка, то Андрей прои-
грывает. Известно, что Андрей выиграл. Найди-
те вероятность того, что Андрею пришлось под-
брасывать монету дважды.

7. Случайные величины X и Y независимы и 
имеют следующие распределения:

X
p



−





1 0 3
0 5 0 3, ,

,   Y 

1 2
0 4 0 6, ,

.






а) Найдите неизвестную вероятность p.
б) Чему равно математическое ожидание слу-

чайной величины X?
в) Найдите распределение случайной величи-

ны Z = X + Y.

Тематическая диагностическая работа по теории вероятностей и статистике

Ответы, решения, критерии оценивания

Ответы к заданиям 1−4
№ задания Ответ

1 0,25
2 0,36
3 0,01
4 0,2916

Решения и ответы к заданиям 5–7
5. а) Расположим значения результатов чисел 

в порядке возрастания: 
49, 51, 210, 223, 225, 226, 227, 227, 232.

Медианой является пятое число в этом ряду: 
225.

б) Чем дальше прыгнул спортсмен, тем лучше. 
Поэтому лучший результат — это наибольший 
результат. Наибольшее и наименьшее показыва-
ют наилучший и наихудший результаты. Из-за 
двух неудачных прыжков (49 см и 51 см) среднее 
арифметическое оказалось намного меньше, чем 
большая часть результатов. Медиана 225 см на-
ходится в наиболее многочисленной группе ре-
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зультатов, поэтому она и показывает типичный 
результат. 

Ответ: а) 225 см.

Содержание критерия Баллы
Найдена медиана и имеется разумное 
рассуждение в пункте «б» 2

Найдена медиана, рассуждение 
в пункте «б» неверно, отсутствует или 
не имеет отношения к вопросу

1

Решение не соответствует ни одному 
из критериев, перечисленных выше 0

Максимальный балл 2

6. Введем обозначения событий: A — «Андрей 
бросал два раза» и B — «Андрей выиграл». Нуж-
но найти условную вероятность P(A|B):

P
P

P
( | )

( )
( )

.A B
A B

B
=

∩

Событие B «Андрей выиграл» является объе-
динением двух событий: B1 — «Андрей выбросил 
орла в первый раз» и B2 — «Андрей в первый раз 
выбросил решку, а во второй раз — орла». Эти 
события несовместны, а их вероятности равны: 

P(B1) = 0,5 и P(B2) = 0,25,
поэтому P(B) = 0,75. Событие A Æ B состоит 
в том, что Андрей в первый раз выбросил решку, 
а во второй — орла, поэтому совпадает с событи-
ем B2: 

P(A Æ B) = P(B2) = 0,25. 
Подставим найденные значения: 

P( | )
,
,

.A B = =
0 25
0 75

1
3

Ответ: 1
3

.

Примечание. Задачу можно решить с помо-
щью графа или перечисления благоприятствую-
щих равновозможных исходов эксперимента.

Содержание критерия Баллы
Обоснованно получен верный ответ 1
Решение не соответствует ни одному из 
критериев, перечисленных выше 0

Максимальный балл 1

7. а) Сумма вероятностей в распределении 
равна 1. Следовательно,

p = 1 – 0,5 – 0,3 = 0,2.

б) Математическое ожидание E[X] можно най-
ти по формуле, зная распределение:

E[X] = –1æ0,5 + 0æ0,2 + 3æ0,3 = 0,4.

в) По условию величины X и Y независимы. 
Поэтому значение одной не влияет на вероят-
ность появления любого значения другой вели-
чины, а вероятность каждой пары X = a, Y = b 
равна произведению соответствующих вероят-
ностей. Получаем: 

Z 
− + − + + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
1 1 1 2 0 1 0 2 3 1 3 2

0 5 0 4 0 5 0 6 0 2 0 4 0 2 0 6 0 3 0 4 0, , , , , , , , , , ,, ,3 0 6⋅






=

=






0 1 1 2 4 5
0 2 0 3 0 08 0 12 0 12 0 18, , , , , ,

.

Значение 1 в получившейся таблице записано 
дважды. Запишем его один раз, сложив соответ-
ствующие вероятности: 

Z 
0 1 2 4 5

0 2 0 38 0 12 0 12 0 18, , , , ,
.







Для самопроверки полезно убедиться, что 
сумма всех найденных вероятностей равна 1. 

Ответ: а) p = 0,2; б) E[X] = 0,4; 

в) 
0 1 2 4 5

0 2 0 38 0 12 0 12 0 18, , , , ,
.







Содержание критерия Баллы
Обоснованно получены верные ответы 
во всех трех пунктах «а»–«в» 3

Верно решены два из трех пунктов 
«а»–«в» 2

Верно решен только один из пунктов 
«а», «б» или «в» 1

Решение не соответствует ни одному из 
критериев, перечисленных выше 0

Максимальный балл 3

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Поздравляем победителя
фотоконкурса «Лето – осень-2015»!

Им стала Егорова Лариса Геннадьевна, 
учитель математики и физики Еметкинской СОШ 

Козловского района Чувашской Республики 
за фото «Навеки с математикой» (№ 7–8).
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 БАНКОВСКИЕ 
ПЛАТЕЖИ

О. БАГИШОВА,
bagishova1032@yandex.ru

г. Москва

4343

Начиная с этого года во второй части ЕГЭ появился новый тип за-
дач — задачи с экономическим содержанием. Одним из 
возможных сюжетов является задача о возврате кредита 
при помощи дифференцированных платежей. В этом слу-
чае заемщик возвращает некоторую постоянную часть 
долга и уплачивает проценты на оставшуюся часть дол-
га. Поскольку вторая составляющая платежа зависит от 
остатка, а он все время уменьшается, то и величина вно-
симого платежа со временем уменьшается.

Альтернативой этой схеме погашения кредита является схема 
с равными платежами. Значит, первое, чему мы должны 
научить школьников, — это разобраться в условии зада-
чи: какой сюжет нам попался. А затем научиться решать 
задачу с тем или иным сюжетом. 

На ЕГЭ-2015 был предложен вариант с дифференцированными 
платежами. Разберемся, как решается такая задача.

Задача. 15 мая планируется взять кредит в банке в размере 
8 млн рублей. Условия его возврата таковы:

– 1 января на имеющуюся сумму задолженности начисляется 
10%;

– с февраля по апрель необходимо выплатить часть долга;
– выплаты подбираются таким образом, чтобы основная часть 

долга уменьшалась на одну и ту же сумму.
Найдите общую сумму выплат банку, если известно, что самый 

большой платеж составил 2,4 млн рублей.
Ответ: 10,4 млн руб.
Решение. 
Способ I. Поскольку проценты начисляются на оставшую-

ся часть основного долга, то они постепенно уменьшаются, 
а погашение основного долга идет равными суммами. Значит, самый 
большой платеж — это первый платеж. И он равен 2,4 млн рублей.

Найдем, на сколько ежегодно уменьшается основной долг.
1-й год:
8æ1,1 = 8,8 — долг после первого начисления процентов;
8,8 – 2,4 = 6,4 — долг после первого погашения;
8 – 6,4 = 1,6 — сумма, на которую ежегодно будет уменьшаться 

долг.
2-й год:
6,4 – 1,6 = 4,8 — долг после 2-го погашения;
6,4æ0,1 = 0,64 — размер процентов, начисленных на остаток 6,4;
1,6 + 1,44 = 2,24 — размер 2-й выплаты.
3-й год:
4,8 – 1,6 = 3,2 — долг после 3-го погашения;
4,8æ0,1 = 0,48 — размер процентов, начисленных на остаток 4,8;
1,6 + 0,48 = 2,08 — размер 3-й выплаты.

ЕГЭ-2015

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru
(Задачи для самостоятельного решения.)
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4-й год:
3,2 – 1,6 = 1,6 — долг после 4-го погашения;
3,2æ0,1 = 0,32 — размер процентов, начис-

ленных на остаток 3,2;
1,6 + 0,32 = 1,92 — размер 4-й выплаты.
5-й год:
1,6 – 1,6 = 0 — долг после 5-го погашения. Это 

означает, что кредит был погашен за 5 лет;
1,6æ0,1 = 0,16 — размер процентов, начис-

ленных на остаток 1,6;
1,6 + 0,16 = 1,76 — размер 5-й выплаты.
Общая сумма выплат составила:
2,4 + 2,24 + 2,08 + 1,92 + 1,76 = 10,4 млн ру-

блей.

Способ II. Так как долг уменьшается на одну и 
ту же величину — назовем ее const = с. По усло-
вию, каждый год нужно погашать начисленный 
процент и выплачивать с.

Максимальный годовой платеж был в первый 
год, так как в первый год сумма, начисленная за 
счет процентов, была максимальной. То есть:

8æ0,1 + с = 2,4; 0,8 + с = 2,4; с = 1,6.
Значит, долг должен быть выплачен за 8 : с =

= 8 : 1,6 = 5 лет.
1-й год: 8 · 0,1 + с;
2-й год: (8 – с) · 0,1 + с;
3-й год: (8 – 2с) · 0,1 + с;
4-й год: (8 – 3с) · 0,1 + с;
5-й год: (8 – 4с) · 0,1 + с.
Сумма выплат составит: 

5æ8æ0,1 – 0,1(с + 2с + 3с + 4с) + 5с =
= 4 – 0,1æ10с + 5с = 4 + 4с = 

= 4 + 4æ1,6 = 4 + 6,4 = 10,4 млн рублей.

Способ III. Пусть выплаты продолжались п лет.
Долг уменьшался на одну и ту же величину, то 

есть на 8
n

 млн руб. в год.

Составим таблицу выплат, остатков долга и 
начислений процентов на оставшуюся сумму.

Год
Выплата 

основного 
долга

Остаток
Проценты, 

начисленные 
на остаток

0 0 8
8 0

−
⋅
n

8
8 0

0 1−
⋅





⋅
n

,

1-й
8
n

8
8 1

−
⋅

n
8

8 1
0 1−

⋅





⋅
n

,

... ... ... ...

(п–1)-й 8
n

8
8 1

−
⋅ −( )n

n
8

8 1
0 1−

⋅ −





⋅
( )

,
n
n

п-й 8
n

8
8

−
⋅n
n

0

Если сложить все числа, стоящие в правом 
столбце, то мы получим величину переплаты:

8
8 0

0 1 8
8 1

0 1 8
8 2

0 1−
⋅





⋅ + −
⋅





⋅ + −
⋅





⋅ + +
n n n

, , , ...

+ −
⋅ −





⋅ =8
8 1

0 1
( )

,
n
n

= ⋅ − ⋅
+ −

⋅





= ⋅ −
−





= ⋅
+

=0 8
1 0 1

2
0 8

1
2

0 8
1

2
,

( )
, ,n

n
n

n n
n n

= ⋅ − ⋅
+ −

⋅





= ⋅ −
−





= ⋅
+

=0 8
1 0 1

2
0 8

1
2

0 8
1

2
,

( )
, ,n

n
n

n n
n n

 0,4(n + 1).

А общая сумма выплат состоит из возврата 
долга (то есть 8 млн руб.) и оплаты процентов 
размером 0,4(п + 1) млн руб. Итого:

8 + 0,4(п + 1) = 8,4 + 0,4п млн рублей.
Если вспомнить, что наибольшая выплата 

была 2,4 млн рублей и это была самая первая вы-
плата, то можно получить, что п = 5. 

Тогда сумма выплат составит:
 8,4 + 0,4æ5 = 10,4 млн рублей.

Полезные выводы. Если сумма, взятая в банке, 
равна S млн рублей, а проценты обозначить r, то 

переплата за п лет составит Sr n( )+1
2

 млн рублей.

Общая сумма выплат составит S
Sr n

+
+( )

.
1

2

Задачи для самостоятельного решения
1. Для покупки садового домика был взят кре-

дит в размере 600 000 руб. под 14% годовых. Еже-
годно на оставшуюся для погашения сумму на-
числяется банковский процент, после чего заем-
щик вносит некоторую сумму. Размер ежегодного 
платежа подбирается таким образом, чтобы долг 
банку уменьшался на одну и ту же сумму. Извест-
но, что первый платеж составил 184 000 рублей. 

а) Определите, в течение скольких лет кредит 
был полностью выплачен.

б) Найдите сумму переплаты за весь срок кре-
дитования.

в) Найдите общую сумму выплат банку.
2. Для покупки туристической путевки се-

мья взяла в банке кредит на полгода в размере
120 000 руб. Каждый месяц оставшаяся для пога-
шения сумма возрастает на r%, после чего семья 
вносит свой платеж. Размер ежемесячного плате-
жа подбирается таким образом, чтобы долг банку 
уменьшался на одну и ту же сумму. Определите, 
под какой процент был взят кредит, если извест-
но, что первый платеж составил 41 600 рублей.

3. Семья Петровых взяла в банке ипотечный 
кредит на сумму 8400 тыс. рублей под 12% го-
довых на 21 год. Каждый год оставшаяся для 
погашения сумма возрастает на 12%, после чего 
семья вносит свой платеж. Размер ежемесячного 
платежа подбирается таким образом, чтобы долг 
банку уменьшался на одну и ту же сумму. Какую 
сумму переплатит семья за квартиру, когда пол-
ностью выплатит банку кредит.
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А. ЗЕЛИЧЁНОК,
г. Казань

  ФЕЛЬДФЕБЕЛИ 
В ВОЛЬТЕРАХ

 В наш лицей должна прий-
ти проверка. Пугают, что из Рособрнадзора. Всех 
уже предупредили: работать будут с бумагами —
так чтобы комар носа… Никого из гостей не ин-
тересует уровень нашей работы, глубина, на ко-
торой преподается предмет — проверять будут 
лишь соответствие рабочих программ так назы-
ваемому локальному акту (принятому на уровне 
школы документу, в котором описаны требова-
ния к оформлению рабочей программы), а также, 
вероятно, соответствие записей в электронном 
журнале рабочим программам. Иначе говоря, ко-
миссию интересует исключительно внешний вид 
оных программ. И в случае 
несоответствия локаль-
ному акту обещан штраф 
в 30 тысяч. То есть кон-
кретно предупреждают: 
если у вас не то расстояние 
между строчками, или сло-
ва на титульном листе не в 
том порядке, или документ 
набран не в том формате — 
заплатите 30 000. Штраф 
просто драконовский, для 
многих — две зарплаты.

А ведь выполнить формальные требования 
не так уж легко (особенно с учетом того, что ло-
кальный акт составляется единый, на все пред-
меты сразу, и специфики каждого не может учи-
тывать). Вот, к примеру, графа «Домашнее за-
дание» заполняется сразу на весь год. В случае 
гуманитарных предметов беда небольшая — до-
статочно указать номер параграфа, соответству-
ющего изучаемой на уроке теме. Но вот с мате-
матикой (физикой, химией) все намного слож-
нее. Программа едина для параллели, а уровни 
классов разные, и задание на дом должно учиты-
вать это. Кроме того, учителя используют один 
учебник, но различные задачники (по крайней 
мере, так делают в хорошей школе, в частности, 
в физико-математических лицеях). Что делать с 
этим? Унифицировать? Но дело лишь проигра-
ет от того, что преподаватель без нужды и без 
пользы будет ограничен в выборе подходящего 
инструментария. «Естественная» же идея за-
полнить нужную графу чисто формально тоже, 
увы, не годится: в электронный журнал придет-

ся вносить или реальные задания (и тогда тот 
же Рособрнадзор оштрафует за несоответствие 
электронного журнала рабочей программе), или 
«правильное» задание (но тогда другие комис-
сии накажут за то, что в журнале — одно, а в те-
традях школьников — совсем другое). 

Наш лицей исключил из локального акта гра-
фу «Домашнее задание». На свой страх и риск. 
В ряде других школ сделали то же. Посмотрим, 
что выйдет…

Если сформулировать вывод коротко, то он 
прост. Рабочие программы, в которых расписы-
ваются изучаемые темы на год вперед, — изо-

бретение более чем стран-
ное, а графа «Домашнее 
задание» — злостная глу-
пость, измышление чинов-
ных мечтателей, оторван-
ных от реального учебного 
процесса. На деле эти про-
граммы используют лишь 
как ориентир (рискуя при 
каждой проверке нарваться 
на чиновного самодура). Как 
говаривал один мой коллега: 
«Я могу расписать уроки на 

год вперед. Но если еще и соблюдать это буду, то 
работать стану, конечно, намного хуже». 

Учебные часы должны быть распределены по те-
мам, но не по урокам. Удобное для проверяющих 
и карающих, но бессмысленное (значит — вред-
ное) сверхточное планирование отнимает массу 
времени у тех, кто составляет рабочие программы 
(и ведь все равно распределяем уроки «на глазок»), 
а на практике лишь мешает учителям работать.

И хотя ситуация с рабочими программами 
важна, но это частная проблема. Главный во-
прос — в другом. Почему учителя связывают 
по рукам и ногам, лишают свободы творчества, 
угрожают штрафами, вообще ведут себя с ним 
как унтер Пришибеев? Почему педагогов стре-
мятся запугать и сломать? Некий генерал сулил 
нам фельдфебелей в Вольтеры. Свершилось. Но 
кого может воспитать трясущийся от страха че-
ловек? Необходимую для развития страны сво-
бодную, критически мыслящую личность, спо-
собную анализировать действительность и при-
нимать самостоятельные решения? Вряд ли. 

В учительской

рабочая 

программа
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  КОНКУРС 
«МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
ПОТЕНЦИАЛ»

Проект «Оформляем кабинет математики»

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru
(Заявка участника.)

Организация конкурса. В сентябре – декабре 2015 года проходит 
второй тур конкурса «Математический потенциал». В туре четыре 
этапа, на каждом этапе — одно задание. 

Участники конкурса. В конкурсе могут принять участие, начи-
ная с любого этапа, коллективы учащихся (класс, кружок), группы 
учащихся разного возраста или отдельные ученики 5–10-х клас-
сов. Все участники, как коллективные, так и индивидуальные, 
должны иметь руководителя из числа учителей математики или 
преподавателей кружка. Задача руководителя: оказывать участ-
нику организационную помощь в работе, в оформлении и отправ-
ке ее результатов.

Лауреаты и победитель конкурса. Участник, выполнивший хотя 
бы одно задание, будет объявлен лауреатом конкурса, а участник, 
выполнивший наибольшее число заданий, — победителем. 

Тематика тура. В этом туре предлагается выполнение проекта под 
названием «Оформляем кабинет математики». Как можно узнать, 
что ты входишь в кабинет математики? По таблицам с математиче-
скими формулами на стене, по моделям многогранников в шкафу, 
по чертежным инструментам у доски. Но со временем все это тре-
бует обновления и нового взгляда. Это и есть цель проекта.

Куда отправлять работы. Почтовое отправление с пометкой на 
конверте «Математический потенциал» следует выслать по адре-
су: редакция журнала «Математика», Издательский дом «Первое 
сентября», ул. Киевская, д. 24, Москва, 121165. 

Электронное письмо направляйте на электронный адреc: 
mat@1september.ru, написав «Математический потенциал. Зада-
ние: Снежинки» в поле «Тема». 

Сроки. Продолжительность тура: с 1 сентября по 31 декабря 
2015 года. 

Последний срок отправки работ любого этапа — до 1 февраля 
2016 года (по почтовому штемпелю).
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Задание 4. «Снежинки». Прошло уже более 400 лет с того чудесно-
го зимнего дня, когда великий Иоганн Кеплер обратил внимание на 
форму падавших с неба снежинок. Именно он заметил, что они име-
ют форму правильного шестиугольника. Дело кончилось трактатом. 
И хотя ученый придал ему шуточную нотку, исследование имело 
различные продолжения, так как автору удалось сформулировать 
целый ряд интересных гипотез. С тех пор многие ученые, как физи-
ки, так и математики, среди которых упомянем лишь Рене Декарта, 
уже всерьез обращали свои взоры на столь необычный объект иссле-
дования. Снежинки зарисовывали, фотографировали, описывали 
их структуру, классифицировали, выращивали искусственным пу-

Фото снежинок на рекламном плакате 
российского фотохудожника А.А. Сигсона, 

рубеж XIX—XX вв.

Первым из российских фотографов 
стал снимать снежинки фотохудожник 
из Рыбинска А.А. Сигсон; всего им 
сфотографировано около 200 их форм. 
Для получения снимка снежинка 
ловилась на редкую сетку 
из шелковинок, затем помещалась 
под микроскоп при увеличении
 от 15 до 24 раз. Микрофотографии 
Сигсона имели большой успех 
на IV Фотографической выставке 
в Санкт-Петербурге в 1894 г., 
Всероссийской выставке в Нижнем 
Новгороде в 1896 г., Парижской 
всемирной выставке 1900 г. (золотая 
медаль). Сигсон получал заказы 
из университетов Германии, Франции, 
Англии, Италии и Испании, его 
фотографии снежинок имели Киевский, 
Санкт-Петербургский и Московский 
университеты. В 2012 г. в Рыбинске 
планировали создать аллею Сигсона: 
установить шесть бронзовых снежинок 
диаметром около метра на набережной 
Волги. Интересно, реализован ли этот 
план? Ждем информацию от коллег 
из Рыбинска.
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тем. Совсем недавно установили, что центром кристаллизации являются не частички водяного пара, как 
полагали ранее, а микроорганизмы. Но началось все с математики, с изучения симметрии.

Сейчас к снежинке часто обращаются дизайнеры. Чем не объект для украшения кабинета математики 
к Новому году. Предлагаем вам создать свою коллекцию снежинок. Из чего их можно сделать? Ин-
тернет подсказывает, что не только вырезать из бумаги, но и связать крючком или сплести из бисера. 
Это занятия для девочек. А что для мальчиков? Традиционное выпиливание лобзиком? Не только, — 
можно, например, попытаться составить свою коллекцию фотоснимков (занятие это не столь простое, 
как может показаться на первый взгляд), сделать свои зарисовки. Возможно, вы сумеете найти тему 
для своего исследования. Утверждается, что двух одинаковых снежинок не бывает! Однако обратимся 
к кеплеровскому трактату, с которого и началось изучение этого уникального природного объекта.

«…Снова пошел снег, причем еще пуще преж-
него. Я прилежно принялся разглядывать сне-
жинки. Все они были с прямыми лучами, но 
двух родов. Одни снежинки были очень малень-
кими, с различным числом торчащих кругом 
лучей, голых, лишенных опушки и полосочек 
и очень тонких. В центре лучи сходились к 
шарику несколько большей величины. Таких 
снежинок было больше всего. Среди них были 
разбросаны гораздо более редкие снежинки вто-
рого рода — шестиугольные звездочки, ни одна 
из них, ни пока она падала, ни после того, как 
опускалась на землю, не напоминала по форме 
другую. Пушинки у звездочек располагались в 
одной плоскости с лучами. Седьмой, более ко-
роткий луч торчал вниз, как корень, на который 
могли опускаться падающие снежинки, и, опу-
стившись, держались на нем некоторое время…

Что касается снежинок второго рода, имею-
щих форму звездочек, то в них нельзя усмотреть 
ни куба или октаэдра, ни соприкосновения ка-
пель, поскольку эти звездочки падают плоски-
ми, а не в виду пересекающихся диаметров, как 
я предполагал выше.

Но почему возникает именно правильный 
шестиугольник? Не потому ли, что из всех пра-
вильных фигур шестиугольник является пер-
вой, из которой нельзя собрать объемное тело? 
Ведь и равносторонний треугольник, и квадрат, 
и правильный пятиугольник тела образуют. 
Может быть, потому, что правильными шестиу-
гольниками можно покрыть плоскость без еди-
ного зазора? Но тем же свойством обладают и 
равносторонний треугольник и квадрат. Может 
быть, потому, что из всех правильных плоских 
фигур, способных сплошь, без единого зазора 
покрывать плоскость, правильный шестиуголь-
ник ближе всего подходит к кругу?..

Во второй и в третьей причинах формообра-
зующие силы принимают во внимание необхо-
димость, диктуемую свойствами вещества. Ведь 
первая причина учитывает своеобразие пра-
вильного шестиугольника, отмечая, что именно

 эта фигура особенно подходит для столкновения 
пара и холода. При столкновении на плоскости и 
действовать должны плоские фигуры, но отнюдь 
не обязательно, чтобы это были фигуры, из ко-
торых можно было бы составить объемное тело. 
Следовательно, фигура должна быть лишь такой, 
чтобы соответствовала как фигурам физических 
тел, заключающих в себе часть пространства, 
так и фигурам на плоскости, не ограничиваю-
щих никакого объема. Здесь учитывается лишь 
формальное свойство, а не необходимость, обу-
словленная свойствами материала.

Относительно второй и третьей причин надле-
жало бы сказать следующее. Формообразующая 
сила избирает правильный шестиугольник и по 
необходимости, вызываемой свойствами веще-
ства, чтобы не оставалось зазоров и чтобы пару 
было удобнее сгущаться до консистенции снега.

Для этого удобнее всего было бы воспользо-
ваться кругами, но поскольку между маленьки-
ми кружками остаются промежутки, то формоо-
бразующая сила избрала ближайшую к кругу 
фигуру. Правда, этой причине противоречит 
упоминавшаяся выше неодинаковость звездо-
чек, часть которых очень мала, с необычайно 
тонкими и гладкими лучами, без пушка. Это 
свидетельствует о том, что пар не превращается 
в снег одновременно на больших поверхностях, 
а выделяется постепенно на маленьких, неоди-
наковых по форме участках поверхности. Не от-
носится к делу и соображение о том, что не долж-
но быть зазоров, поскольку оно подразумевает 
лишь разбиение всей поверхности на равные 
правильные шестиугольники. Таким образом, 
вторая и третья причины отпадают, если толь-
ко их нельзя свести к первой в такой степени, 
чтобы формообразующее начало избирало пра-
вильный шестиугольник не в силу необходимо-
сти, обусловленной свойствами вещества и про-
странства, а лишь из-за присущего ему свойства 
сплошь, без единого зазора покрывать плоскость 
и быть наиболее близкой к кругу из всех фигур, 
обладающих тем же свойством».

Иоганн Кеплер. «Новогодний подарок, или О шестиугольных снежинках» (фрагмент)  
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 СТАРЫЕ И НОВЫЕ 
ВСТРЕЧИ 
С ТЕОРЕМОЙ 
ЛЕЙБНИЦА

Г. ФИЛИППОВСКИЙ,
g.fi lippovsky@yandex.ua

 Ф. БОБЫЛЕВ,
г. Киев 

Круг интересов замечательного немецкого ученого Г.В. Лейбни-
ца (1646–1716) был необычайно широк: юриспруденция и 
историография, философия и библиотечное дело, алхимия и 
астрология, астрономия и математика. Не случайно Норберт 
Винер написал о нем: «После Лейбница, быть может, уже не 
было человека, который бы полностью охватил всю интеллек-
туальную жизнь своего времени».

Математикой Лейбниц стал заниматься довольно поздно, в 26 лет. Как 
он сам шутливо говорил, «зашел в математику с черного хода». 
Тем не менее заслуги Лейбница в этой области знаний чрез-
вычайно велики. Это и создание (одновременно с Ньютоном и 
независимо от него) интегрального и дифференциального ис-
числения. Это ряд Лейбница для числа π и арифмометр Лейб-
ница. Элементы двоичной системы счисления и «Рассуждения 
о комбинаторном искусстве». Работа с комплексными числами 
и многое другое. Лейбниц ввел в математику термины «функ-
ция», «дифференциал», «бесконечно малые», «абсцисса», «ор-
дината», «координаты»…

Что касается вклада Лейбница в геометрию, то тут следует сказать 
о теореме, которая носит его имя. Теорема Лейбница — важ-
ная, полезная, красивая теорема. О ее применении мы и по-
ведем разговор.  Некоторые из представленных ниже задач 
имеют солидный возраст, высокий рейтинг участия в матема-
тических олимпиадах и турнирах. Другие задачи — совсем 
юные, новые. Впрочем, они стараются не уступать своим ста-
рым собратьям ни по уровню сложности, ни по эмоциям. От-
сюда и название статьи: «Старые и новые встречи с теоремой 
Лейбница».

Теорема Лейбница. Расстояния от любой точки X плоскости 
(а вообще говоря, и пространства) до вершин треугольника ABC и 
до его центроида M связаны соотношением:

XA2 + XB2 + XC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3XM2.
Среди доказательств теоремы Лейбница наиболее простым и из-

ящным представляется векторное. Приведем его.
Доказательство. Согласно «правилу треугольника» сложения 

векторов имеем (рис. 1):
XA XM MA= + ,
XB XM MB= + ,
XC XM MC= + .

Рис. 1П
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Возведем обе части каждого равенства в ква-
драт и сложим их:

XA2 + XB2 + XC2 =
= + + + + + +( )MA MB MC XM XM MA MB MC2 2 2 23 2 .

= + + + + + +( )MA MB MC XM XM MA MB MC2 2 2 23 2 .
С учетом известного векторного соотношения 

MA MB MC+ + = 0
получим требуемое:

XA2 + XB2 + XC2 =
= MA2 + MB2 + MC2 + 3XM2.

Следствия из теоремы Лейбница
1. Геометрическим местом точек плоскости, 

сумма квадратов расстояний от которых до всех 
вершин треугольника постоянна, есть окружность 
с центром в центроиде M треугольника ABC.

2. Сумма квадратов расстояний от точки X до 
вершин треугольника будет наименьшей, когда 
X Þ M (действительно, в этом случае слагаемое 
3XM2 = 0).

Задача 1. Определите вид треугольника ABC, 
если для любой точки описанной около него 
окружности

XA2 + XB2 + XC2 = const.
Решение. Согласно теореме Лейбница
XA2 + XB2 + XC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3XM2.

Поскольку отрезки MA, MB и MC составляют 

каждый 2
3

 соответствующей медианы (рис. 2), 

то
MA MB MC m m ma b c

2 2 2 2 2 24
9

+ + = + +( ) = const.

Рис. 2

Тогда должно быть постоянным и расстояние 
XM от любой точки X описанной окружности 
треугольника ABC до его центроида. Это воз-
можно, когда M Þ O, где O — центр описанной 
окружности треугольника ABC. В таком случае 
треугольник ABC является равносторонним.

Задача 2. Вычислите минимальное значение 
суммы XA2 + XB2 + XC2, если стороны треуголь-
ника ABC равны a, b, c.

Решение. Для данного случая X Þ M (см. след-
ствие 2 из теоремы Лейбница). Таким образом,

(XA2 + XB2 + XC2)min = 

= + + = + +( )MA MB MC m m ma b c
2 2 2 2 2 24

9
.

Поскольку сумма квадратов медиан треуголь-

ника составляет 3
4

 суммы квадратов всех его 

сторон (известный факт), то
(XA2 + XB2 + XC2)min =

= ⋅ + +( ) = + +( )4
9

3
4

1
3

2 2 2 2 2 2a b c a b c .

Задача 3. Найдите углы треугольника ABC, 
в котором 

MA2 + MB2 + MC2 = 3R2.
Решение. Пусть точка X совпадает с точкой 

O — центром описанной окружности треуголь-
ника ABC. Тогда по теореме Лейбница

OA2 + OB2 + OC2 = 
= MA2 + MB2 + MC2 + 3OM2,

или
3R2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3OM2.

Учитывая условие, получаем: OM = 0. Это воз-
можно только в равностороннем треугольнике. 
Итак, все углы треугольника ABC равны по 60°.

Задача 4. Около равностороннего треуголь-
ника ABC описана окружность радиуса R. До-
кажите, что для любой точки этой окружности 
сумма квадратов ее расстояний до вершин тре-
угольника ABC постоянна. Найдите значение 
этой суммы.

Решение. Пусть X — произвольная точка 
окружности ω, описанной около равносторонне-
го треугольника ABC (рис. 3).

Рис. 3

Поскольку центр окружности ω — точка O — 
совпадает с центроидом M (треугольник ABC 
равносторонний), то по теореме Лейбница

XA2 + XB2 + XC2 =
= OA2 + OB2 + OC2 + 3OX2 =
 = 3R2 + 3R2 = 6R2 = const.
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Задача 5. В равносторонний треугольник 
ABC со стороной a вписана окружность. Най-
дите сумму квадратов расстояний от произ-
вольной точки этой окружности до вершин тре-
угольника ABC.

Решение. Пусть окружность s с центром I впи-
сана в равносторонний треугольник ABC со сто-
роной a (рис. 4). 

Рис. 4

Очевидно, I Þ M (M — центроид треугольни-
ка ABC). Тогда, согласно теореме Лейбница, для 
произвольной точки X окружности s имеем:

XA2 + XB2 + XC2 =

= MA2 + MB2 + MC2 + 3XM2 =

= + +( ) +
1
3

32 2 2 2a b c r ,

где r — радиус окружности s. Так как в равносто-

роннем треугольнике r
a

=
2 3

 (покажите!), то

XA XB XC a
a a2 2 2 2

2 2

3
12

5
4

+ + = + ⋅ = .

Задача 6. Окружность делит каждую сторо-
ну равностороннего треугольника ABC на три 
равные части. Докажите, что сумма квадратов 
расстояний от произвольной точки этой окруж-
ности до вершин треугольника есть величина по-
стоянная.

Доказательство. Пусть X — произвольная 
точка данной окружности. Опишем окружность 
около треугольника ABC (рис. 5). 

Рис. 5

Обозначим радиусы большей и меньшей 
окружностей соответственно через R1 и R2. Не-
трудно показать, что центры окружностей со-
впадают с центром треугольника. Поскольку 
O Þ M (M — центроид треугольника ABC), то по 
теореме Лейбница

XA2 + XB2 + XC2 = 
= OA2 + OB2 + OC2 + 3OX2 =

= + =3 31
2

2
2R R const.

Задача 7. Дан треугольник ABC с центрои-
дом M. Около него описана окружность ω с цен-
тром в точке O. Постройте на окружности точку, 
сумма квадратов расстояний от которой до вер-
шин треугольника ABC: а) минимальна; б) мак-
симальна.

Решение. Проведем прямую OM, содержа-
щую  диаметр окружности ω. Пусть эта прямая 
пересекает ω в точках K и N (рис. 6). 

Рис. 6

Тогда MN — наименьшее расстояние от цен-
троида M до ω, а MK — наибольшее (докажите 
это, воспользовавшись неравенством треуголь-
ника). Так как

NA2 + NB2 + NC2 = 
= MA2 + MB2 + MC2 + 3NM2,

а также
KA2 + KB2 + KC2 = 

= MA2 + MB2 + MC2 + 3KM2,
то очевидно, что первая сумма будет минималь-
ной, а вторая — максимальной. Таким образом, 
N и K — искомые точки.

Задача 8. Найдите точку, сумма квадратов 
расстояний от которой до вершин данного тре-
угольника ABC минимальна, если эта точка на-
ходится: а) на высоте AH1 треугольника ABC: 
б) на данной прямой q; в) на стороне BC; г) на 
контуре треугольника ABC.

Решение. Поскольку во всех случаях сумма 
MA2 + MB2 + MC2 постоянна, то в каждом слу-
чае необходимо искать кратчайшее расстояние 
от центроида M: а) до высоты AH1; б) прямой  q; 
в) стороны BC; г) сторон треугольника ABC.
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На рисунке 7 (а–г) искомыми точками соот-
ветственно являются точки D, F, K. Заметим, что 
MK — наименьшее из расстояний от центрои-
да M до сторон треугольника ABC (рис. 7,г).

Рис. 7

Задача 9. Два треугольника — правильный 
треугольник ABC со стороной a и равнобедрен-
ный прямоугольный треугольник KNT с катета-
ми b — расположены так, что их центроиды со-
впадают. Найдите сумму квадратов расстояний 
от всех вершин одного из треугольников до всех 
вершин другого.

Решение. Итак, AB = BC = AC = a, KN = KT = b
и NT b= 2  (рис. 8). 

Рис. 8

Найдем сумму квадратов расстояний от точ-
ки A до вершин треугольника KNT. Согласно 
теореме Лейбница

AK2 + AN2 + AT2 = MK2 + MN2 + MT2 + 3AM2,
где

MK MN MT b b b b2 2 2 2 2 2 21
3

2
4
3

+ + = + +( ) =

(см. задачу 2). AM
a

=
3

 как радиус описанной 

около треугольника ABC окружности. Тогда

AK AN AT b
a

b a2 2 2 2
2

2 24
3

3
3

4
3

+ + = + ⋅ = + .

Аналогично,

BK BN BT b a2 2 2 2 24
3

+ + = +
и

CK CN CT b a2 2 2 2 24
3

+ + = + .

Следовательно, искомая сумма равна 4b2 + 3a2.

Задача 10. Дана окружность ω с центром C и 
точки A и B вне окружности. Найдите на окруж-
ности точку K такую, чтобы KA2 + KB2 = t2, где 
t — заданный отрезок.

Рис. 9

Решение. Пусть задача решена. Соединим точ-
ки A, B и C и пусть BC = a, AC = b, AB = c — из-
вестные отрезки. Нетрудно найти центроид M 
треугольника ABC (провести в нем две медиа-
ны). Воспользуемся теоремой Лейбница:

KA2 + KB2 + KC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3KM2.
Но KA2 + KB2 = t2 (по условию), KC2 = R2 и 

MA MB MC a b c2 2 2 2 2 21
3

+ + = + +( ).
Следовательно, 

t R a b c KM2 2 2 2 2 21
3

3+ = + +( ) + .

Пусть t2 + R2 = n2, а 1
3

2 2 2 2a b c q+ +( ) = .  Тогда 

KM
n q2

2 2

3
=

−
,  KM

n q
=

−2 2

3
.

Такой отрезок легко строится. После чего из 
точки M раствором циркуля, равным MK, дела-
ем засечку на окружности.

Задача 11. Стороны треугольника ABC равны 
a, b, c. Найдите расстояние OM между центром 
описанной окружности треугольника ABC и его 
центроидом.

Решение. Пусть X Þ O. Тогда
OA2 + OB2 + OC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3OM2

или 
3

1
3

32 2 2 2 2R a b c OM= + +( ) + ,
откуда 

OM R a b c= − + +( )1
3

9 2 2 2 2 ,

где R
abc

S
=

4
,  а площадь S можно найти по форму-

ле Герона.

Замечание. Поскольку точки O, M и H (орто-
центр треугольника ABC) лежат на одной пря-
мой (прямой Эйлера) и 2OM = MH, то 

MH R a b c= − + +( )2
3

9 2 2 2 2

и 
OH R a b c= − + +( )9 2 2 2 2 .

а) б)

в) г)
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Задача 12. Из всех треугольников, вписанных 
в круг, равносторонний имеет наибольшую сум-
му квадратов сторон. Докажите.

Доказательство. Согласно задаче 11 

OM R a b c= − + +( )1
3

9 2 2 2 2 .
Очевидно, 

(a2 + b2 +c2)max
 = 9R2,

тогда OM = 0, что достигается в равностороннем 
треугольнике.

Задача 13. Пусть H — ортоцентр треугольни-
ка ABC. Докажите справедливость формулы

HA2 + HB2 + HC2 = 12R2 – (a2 + b2 + c2).
Доказательство. По теореме Лейбница

HA2 + HB2 + HC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3HM2.
Так как 

MH R a b c2 2 2 2 24
9

9= − + +( )( )
(см. замечание к задаче 11), то

HA HB HC a b c2 2 2 2 2 21
3

+ + = + +( ) +

HA HB HC a b c2 2 2 2 2 21
3

+ + = + +( ) ++ ⋅ − + +( )( )3
4
9

9 2 2 2 2R a b c ,

откуда получим требуемое: 
HA2 + HB2 + HC2 = 12R2 – (a2 + b2 + c2).

Следствие. Поскольку 
OH2 = 9R2 – (a2 + b2 + c2)

(см. замечание к задаче 11), то
HA2 + HB2 + HC2 = 3R2 + OH2.

Задача 14. Докажите, что a2 + b2 + c2 ≤ 9R2.
Доказательство. Подкоренное выражение в 

формуле задачи 11

OM R a b c= − + +( )1
3

9 2 2 2 2  

должно быть неотрицательным, откуда 
a2 + b2 + c2 ≤ 9R2.

Задача 15. Докажите справедливость нера-
венства для углов треугольника ABC:

sin sin sin .2 2 2 9
4

A B C+ + ≤

Доказательство. По теореме синусов для 
треугольника ABC: 

a
A

R
sin

,= 2   sin .A
a
R

=
2

Аналогично, 

sin B
b
R

=
2

 и sin .C
c
R

=
2

Тогда 

sin sin sin .2 2 2
2 2 2

24
A B C

a b c
R

+ + =
+ +

С учетом неравенства a2 + b2 + c2 ≤ 9R2 (см. за-
дачу 14) получим: 

sin sin sin .2 2 2 9
4

A B C+ + ≤

Задача 16. Докажите, что для медиан тре-
угольника ABC выполняется неравенство

m m m
R

a b c
2 2 2

227
4

+ + ≤ .

Доказательство. Известно, что 

m m m a b ca b c
2 2 2 2 2 23

4
+ + = + +( )

(покажите!), тогда

m m m a b c R
R

a b c
2 2 2 2 2 2 2

23
4

3
4

9
27

4
+ + = + +( ) ≤ ⋅ = .

Задача 17. Докажите справедливость неравен-
ства для любой точки X в плоскости треугольни-
ка ABC: 

XA XB XC p2 2 2 24
9

+ + ≥ ,

где p — полупериметр треугольника ABC.
Доказательство. Согласно теореме Лейбница

XA2 + XB2 + XC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3XM2,
или

XA XB XC a b c XM2 2 2 2 2 2 21
3

3+ + = + +( ) + ,
или

XA XB XC a b c2 2 2 2 2 21
3

+ + ≥ + +( ).

Нетрудно показать, что 
3(a2 + b2 + c2) ≥ (a + b + c)2.

Действительно, это неравенство сводится 
к знаменитому «неравенству трех квадратов»: 

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac.
Тогда тем более 

XA XB XC
a b c

p2 2 2
2

2

9
4
9

+ + ≥
+ +

=
( )

.

Задача 18. Внутри равностороннего треуголь-
ника ABC площади S взята произвольная точ-
ка N. Докажите, что площадь треугольника со 

сторонами NA, NB, NC не превышает 1
3

S.

Доказательство. Пусть NA = x, NB = y, 
NC = z. Повернем треугольник ACN на 60° про-
тив часовой стрелки вокруг точки A — получим 
треугольник ADB (рис. 10). 

Рис. 10

При этом треугольник ADN — равносторон-
ний со стороной x. А стороны треугольника NDB 
равны x, y, z. Повернем треугольник BAN во-
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круг точки B на 60° против часовой стрелки — 
получим треугольник BCF. И при этом треуголь-
ник BNF — равносторонний со стороной y. А у 
треугольника CFN стороны равны x, y, z. 

После поворота треугольника CBN на 60° про-
тив часовой стрелки вокруг точки C получим 
равносторонний треугольник CNT со стороной 
z и треугольник ANT со сторонами x, y, z. Оче-
видно, площадь шестиугольника TADBFC равна 
2S (снаружи треугольника ABC оказались та-
кие же треугольники, что и внутри его). В то же 
время шестиугольник TADBFC состоит из трех 
равносторонних треугольников соответственно 
со сторонами x, y, z и из трех равных треуголь-
ников NDB, CFN, NAT. У этих треугольников 
одинаковы стороны x, y, z. Пусть площадь каж-
дого из них равна S1. Нам необходимо показать, 

что S S1

1
3

≤ .  Поскольку сумма площадей всех ше-

сти треугольников равна 2S, или 

x y z
S S

2 2 2

1

3
4

3
4

3
4

3 2+ + + = ,

то остается показать, что 
x y z

S
2 2 23
4

3
4

3
4

+ + ≥ .

Тогда очевидно, что 

3S1 ≤ S,  S S1

1
3

≤ .
Покажем, что 

x y z a2 2 2 23
4

3
4

3
4

3
4

+ + ≥ ,

где a — сторона треугольника ABC, или (что то 
же самое) покажем, что 

x2 + y2 + z2 ≥ a2.
По теореме Лейбница для треугольника ABC 

имеем:
NA2 + NB2 + NC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3NM2,

где M Þ O в равностороннем треугольнике ABC. 
Или 

x y z a a a NO2 2 2 2 2 2 21
3

3+ + = + +( ) + ,

x2 + y2 + z2 = a2 + 3NO2 ≥ a2.
Тогда 3S1 (сумма площадей треугольников 

NBD, CFN, NAT) не превышает площади тре-

угольника ABC, или S S1

1
3

≤ .

Задача 19. Докажите, что в условиях преды-
дущей задачи справедлива формула

S a d1
2 23

12
3= −( ),

где NO = d.
Доказательство. В задаче 18 было показано,  

x y z
S S

2 2 2

1

3
4

3
4

3
4

3 2+ + + = ,
или 

3
4

3 22 2 2
1NA NB NC S S+ +( ) + = .

Кроме того, по теореме Лейбница получено: 
NA2 + NB2 + NC2 = a2 + 3NO2 = a2 + 3d2.

Тогда имеем: 
3

4
3 3 22 2

1a d S S+( ) + = .

Следовательно, 
3

3
2

3
4

3 3
41

2 2 2

S
a a d

= − − ,
откуда 

S a d1
2 23

12
3= −( ).

Замечание. Если только точка N находится в 
плоскости ABC, но вне его, то полученная фор-
мула примет вид: 

S a d1
2 23

12
3= − .

Отметим, что планиметрическая теорема име-
ет свой аналог в стереометрии.

Задача 20. Пусть медианы тетраэдра DABC 
(отрезки, соединяющие вершины с центроидами 
противоположных граней) пересекаются в точ-
ке M. Тогда для любой точки X пространства 
справедливо соотношение:

XA2 + XB2 + XC2 + XD2 = 
= MA2 + MB2 + MC2 + MD2 + 4XM2.

Указание. Доказательство аналогично до-
казательству теоремы Лейбница в планиме-
трии с помощью векторов. С учетом того фак-
та, что медианы тетраэдра также пересекаются 
в одной точке и делятся ею в отношении 3 : 1,
считая от вершины. Например, DM : MG = 
= 3 : 1 (рис. 11).

Рис. 11

Задача 21. Найдите точку, сумма квадратов 
расстояний от которой до всех вершин данной 
треугольной пирамиды минимальна.

Доказательство. Согласно задаче 20 нетруд-
но видеть, что (XA2 + XB2 + XC2 + XD2)min в слу-
чае, когда X Þ M. То есть требуемая сумма при-
обретает минимум в точке пересечения медиан 
данной треугольной пирамиды.

Задача 22. Сумма квадратов трех ребер те-
траэдра, принадлежащих одной грани, меньше 
утроенной суммы квадратов трех других его ре-
бер. Докажите.
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Доказательство. Пусть в тетраэдре DABC скре-
щивающиеся ребра равны a и a1 (BC и DA соответ-
ственно), b и b1 (AC и DB), c и c1 (AB и DC). Пусть 
также M — точка пересечения медиан тетраэдра 
DABC, а G — центроид грани ABC (рис. 12). 

Рис. 12

Нетрудно показать, что 

DG DA DB DC= + +( )1
3

, или DG a b c= + +( )1
3 1 1 1 .

После возведения последнего векторного ра-
венства в квадрат и применения теоремы коси-
нусов получим: 

DG a b c a b c2
1
2

1
2

1
2 2 2 21

9
3 3 3= + + − − −( ).

Так как DM DG=
3
4

,  то

DM DG a b c a b c2 2
1
2

1
2

1
2 2 2 29

16
1

16
3 3 3= = + + − − −( ).

Применив аналогичные формулы к AM2, BM2, 
CM2, после сложения всех четырех равенств на-
ходим:

MA MB MC MD a b c a b c2 2 2 2
1
2

1
2

1
2 2 2 21

4
+ + + = + + + + +( ).

Согласно стереометрической теореме Лейбни-
ца (см. задачу 20):

XA2 + XB2 + XC2 + XD2 ≥ 
≥ MA2 + MB2 + MC2 + MD2.

Пусть X Þ D. Тогда имеем: 
DA2 + DB2 + DC2 ≥ MA2 + MB2 + MC2 + MD2,

или
a b c a b c a b c1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 2 2 21

4
+ + = + + + + +( ),

или
3
4

1
41

2
1
2

1
2 2 2 2a b c a b c+ +( ) ≥ + +( ),

или
a b c a b c2 2 2

1
2

1
2

1
23+ + ≤ + +( ).

Поскольку X Þ D и не совпадает с M, то нера-
венство является строгим:

a b c a b c2 2 2
1
2

1
2

1
23+ + < + +( ).

Перед тем, как перейти к задачам для само-
стоятельного решения, предложим авторское 
доказательство теоремы Пифагора.

Задача 23. Докажите справедливость теоремы 
Пифагора: сумма квадратов катетов равна ква-
драту гипотенузы.

Доказательство. Пусть точка X совпадает с 
вершиной прямого угла, а точка C — с середи-
ной отрезка AB. В этом случае треугольник ABC 
вырожденный и его центроид M совпадает с точ-
кой C (рис. 13). 

Рис. 13

Пусть также 
XA = a, XB = b, AB = c и AC BC XC

c
= = =

2
.  

Тогда для данного случая теорема Лейбница 

запишется следующим образом:

XA2 + XB2 + XC2 = CA2 + CB2 + CC2 + 3XC2,
или

a b
c c c c2 2

2 2 2 2

4 4 4
0 3

4
+ + = + + + ⋅ ,  a2 + b2 = c2. 

Теорема Пифагора доказана.

Задачи для самостоятельного решения
24. Треугольники ABC и KNT имеют общий 

центроид M. Докажите, что сумма квадратов 
расстояний всех вершин одного треугольника до 
всех вершин другого не зависит от расположе-
ния этих треугольников на плоскости.

25. Пусть E — центр окружности Эйлера в тре-
угольнике ABC. Докажите, что 

EA EB EC R a b c2 2 2 2 2 2 21
4

3+ + = + + +( ).

26. Докажите, что расстояние MI между цен-
троидом и инцентром треугольника ABC вычис-
ляется по формуле 

MI r p a b c= − + + +( )1
3

9 3 22 2 2 2 2 ,

где r — радиус вписанной окружности, p — по-
лупериметр треугольника ABC.

27. Дан треугольник ABC площади S, все углы 
которого меньше 120°. Найдите расстояние от 
точки T Торричелли треугольника ABC до цен-
троида M этого треугольника.

Ответ: 1
3 2

2 3
2 2 2a b c

S
+ +

− .

28. Докажите, что сумма квадратов расстояний 
от произвольной точки сферы до вершин вписан-
ного в окружность ее большего круга правильного 
треугольника есть величина постоянная.

29. Докажите, что сумма квадратов расстоя-
ний от произвольной точки внутри тетраэдра 
(или на его поверхности) до всех вершин тетраэ-
дра не меньше четверти суммы квадратов всех 
его ребер.
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А. БЛИНКОВ, 
А. ИВАНИЩУК,  

Н. НАКОНЕЧНЫЙ, 
П. ЧУЛКОВ, 

г. Москва

     ТУРНИР АРХИМЕДА
МОСКОВСКАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
РЕГАТА 

11 класс

Математическая регата 11-х классов была проведена 22 ноября 2014 го-
да. Финансовую поддержку оказал Департамент образования 
г. Москвы, а организационную и техническую — Московский 
центр непрерывного математического образования. Место 
проведения — Московский городской дворец детского (юно-
шеского) творчества.

По традиции каждый участник и руководитель команды по оконча-
нии регаты получал небольшую брошюру с условиями и ре-
шениями задач только что прошедших соревнований. Эти 
специальные выпуски регулярно готовятся коллективом ре-
дакции «Архимед» под руководством П.В. Чулкова (издание 
АНО «Институт логики, когнитологии и развития личности»).

В регате 11-х классов участвовало 43 команды из г. Долгопрудно-
го, Москвы и Санкт-Петербурга. Победителями стали коман-
ды лицея «Вторая школа» (Москва) и физико-математической 
школы № 30 (Санкт-Петербург).

Математической литературой (традиционно предоставляемой 
МЦНМО) были награждены 16 команд, из которых 11 лучших 
получили также дипломы I, II или III степени. Полные итоги ре-
гаты опубликованы на сервере МЦНМО (http://www.mccme.
ru/olympiads). 

Как обычно, часть заданий придумывалась авторами специально для 
этой регаты, а остальные являются математическим фолькло-
ром или взяты из популярной математической литературы. 

Условия задач

Первый тур 
(10 минут; каждая задача — 6 баллов)

1.1. Решите систему уравнений 
x y z

x y z

− ≥

+ + =






,

.2 24 5 4

1.2. Существует ли выпуклый 1000-угольник, у которого все 
углы выражаются целыми числами градусов?

1.3. Существует ли такая цифра а, что
 aaa a a a( ) ( ) ?− = − −1 1 2

Второй тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

2.1. Числовая функция f такова, что для любых x и y выполня-
ется равенство 

f(x + y) = f(x) + f(y) + 80xy.
Найдите f(1), если f(0,25) = 2.
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2.2. Четырехугольник АВСD вписанный. 
Лучи АВ и DС пересекаются в точке M, а лучи 
ВС и AD — в точке N. Известно, что ВМ = DN. 
Докажите, что CM = CN. 

2.3. На доске размером 8 × 8 в углу расставле-
ны 9 фишек в форме квадрата 3 × 3. Любая фиш-
ка может прыгать через другую фишку на сво-
бодную клетку (по горизонтали, вертикали или 
диагонали). Можно ли за некоторое количество 
прыжков расставить фишки в форме такого же 
квадрата в каком-либо другом углу доски?

Третий тур 
(20 минут; каждая задача — 8 баллов)

3.1. Решите систему уравнений 

3.2. Точки D, Е и F — середины сторон ВС, АС 
и АВ треугольника АВС соответственно. Через 
центры вписанных окружностей треугольников 
AEF, BDF и СDE проведена окружность. Дока-
жите, что ее радиус равен радиусу окружности, 
описанной около треугольника DEF.

3.3. На столе выложены в ряд 64 гирьки, при-
чем масса двух любых соседних гирек отличает-
ся на 1 грамм. Требуется разложить гирьки на 
две кучки с равными массами и равным количе-
ством гирь. Всегда ли это удастся?

Четвертый тур 
(25 минут; каждая задача — 9 баллов)

4.1. Существуют ли такие две функции с наи-
меньшими положительными периодами 2 и 6, 
что их сумма имеет наименьший положитель-
ный период 3?

4.2. В тетраэдре АВСD: 
АВ = 8, ВС = 10, 

АС = 12, BD = 15. 
Известно, что четыре отрезка, соединяющие 

вершины тетраэдра с центрами окружностей, 
вписанных в противолежащие грани, пересека-
ются в одной точке. Найдите длины ребер DA и 
DC.

4.3. В равенстве х5 + 2x + 3 = pk числа х и k на-
туральные. Может ли число р быть простым?

Пятый тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

5.1. Найдите наименьшее значение дроби x
y

,  
если 

x y− + − =1 1 1.
5.2. Правильный треугольник со стороной 1 

разрезан произвольным образом на равносто-
ронние треугольники, в каждый из которых впи-
сан круг. Найдите сумму площадей этих кругов.

5.3. Сумма цифр натурального числа n равна 
сумме цифр числа 2n + 1. Могут ли быть равны-
ми суммы цифр чисел 3n – 3 и n – 2?

1.1. (2; –0,5; 2,5). 
Умножим обе части неравенства на 4 и подста-

вим в него значение 4z из уравнения. Получим: 
x2 + 4y2 + 5 ≤ 4x – 4y ⇔ 

⇔ x2 – 4x + 4 + 4y2 + 4y + 1 ≤ 0 ⇔ 

⇔ (x – 2)2 + (2y + 1)2 ≤ 0 ⇔ 
x
y

=
= −





2
0 5
,

, .

Подставляя найденные значения x и y в урав-
нение, получим, что z = 2,5.

1.2. Нет, не существует.
Если внутренние углы многоугольника вы-

ражаются целыми числами, то и его внешние 
углы — целые числа. Но у любого выпуклого 
многоугольника сумма внешних углов равна 
360°, а сумма тысячи любых натуральных чисел 
больше чем 360.

1.3. Да, существует. 
Действительно, при a = 7 получим верное ра-

венство 7776 = 65. 
Комментарий. Указанное значение а — един-

ственное. Действительно, при a < 6 правая часть 
равенства содержит меньше четырех цифр, а при 

a > 7 — больше четырех цифр. Кроме того, при 
a = 6 правая часть делится на 25, а левая часть 
на 25 не делится. 

2.1. 38.
Из условия задачи следует, что 

f(0,5) = f(0,25 + 0,25) =
= f(0,25) + f(0,25) + 80æ0,25æ0,25 =

= 2 + 2 + 5 = 9.
Аналогично, 

f(1) = f(0,5 + 0,5) = 
= f(0,5) + f(0,5) + 80æ0,5æ0,5 = 

= 9 + 9 + 20 = 38.

2.2. ∠ MBC = α, тогда 
∠ CDN = ∠ ABC = 180° – α

(рис. 1). Далее можно рассуждать различными 
способами.

Способ I. По теореме синусов в треугольниках 
ВСМ и DCN: 

CM BM
BCMsin sinα

=
∠и

 CN DN
DCNsin sin

.
180° −( ) =

∠α

Ответы, решения, комментарии
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Так как 
ВМ = DN,

 ∠ ВСМ = ∠ DCN sin (180° – α) = sin α, 
то 

CM = CN. 

Рис. 1

Комментарий. Отметим, что вместо теоремы 
синусов можно использовать такой прием: «отре-
жем» треугольник DСN и «приложим» его к треу-
гольнику ВСМ, совместив равные отрезки DN и ВМ 
(рис. 2). Так как ∠ MBC + ∠ CDN = 180°, то в ре-
зультате этого образуется новый треугольник, в 
котором равны углы при вершинах С и CR, значит, 
он равнобедренный. Следовательно, CM = CN.

Рис. 2

Способ II. Опишем окружности около тре-
угольников ВСМ и DCN (рис. 3). Так как 
ВМ = DN и ∠ ВСМ = ∠ DCN, то радиусы этих 
окружностей равны. Докажем, что вторая точка 
пересечения этих окружностей лежит на отрезке 
MN. Действительно, пусть окружность, описан-
ная около треугольника ВСМ, пересекает MN 
в точке Р. Тогда ∠ NPC = ∠ MBC = α, значит, 
точка Р лежит на окружности, описанной около 
треугольника DCN.

Рис. 3

Вписанные углы CMN и CNM треугольника 
МСN опираются на равные дуги равных окруж-
ностей, поэтому эти углы равны. Следовательно, 
CM = CN. 

Комментарий. Точка Р, полученная в этом 
способе решения, называется точкой Микеля 
для прямых NA, NB, MA и MD. Через эту точку 
проходят также окружности, описанные около 
треугольников ANB и AMD.

2.3. Нет, нельзя.
Без ограничения общности можно считать, 

что фишки стоят в левом нижнем углу доски. 
Докажем, что в правых углах доски поставить 
фишки невозможно. Покрасим вертикали доски 
в черный и белый цвета, чередуя их (иначе гово-
ря, «матрасиком», рис. 4). Заметим, что любой 
прыжок фишки не изменяет цвета вертикали, 
в которой она стояла. Изначально 6 фишек стоя-
ли в «черных» вертикалях, а 3 фишки — в «бе-
лых», а в конечной расстановке должно быть на-
оборот. Значит, такая расстановка невозможна.

Рис. 4

Для того чтобы доказать, что фишки нельзя 
расставить в левом верхнем углу доски, надо 
«матрасиком» раскрасить горизонтали и прове-
сти аналогичное рассуждение.

Комментарий. Отметим, что для доказатель-
ства невозможности расстановки фишек в сосед-
них углах доски хватает и «шахматной» раскра-
ски. 

3.1. (π; π; π). 
Исходная система равносильна системе 

sin sin ,
sin sin ,

.

y y x x
y y z z

x y z

+ = +
+ = +

− + =







 π

Докажем, что функция f(t) = sin t + t является 
возрастающей. Действительно, функция f(t) не-
прерывна и f R(t) = cos t + 1 ≥ 0. Кроме того, про-
изводная принимает значение 0 при t = π + 2πk, 
k ∈ Z, то есть промежутков, на которых f R(t) = 0, 
не существует. Следовательно, каждое свое зна-
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чение функция f(t) принимает только при одном 
значении переменной. Тогда 

sin sin ,
sin sin ,

y y x x
y y z z

x y z

+ = +
+ = +

− + =







 π

 ⇔ 
y x
y z
x y z

=
=
− + =









,
,

π
 ⇔

⇔ x = y = z = π.
3.2.  Заметим, что треугольник DEF подо-

бен треугольнику АВС с коэффициентом k = 0,5 
(рис. 5).Обозначим центры вписанных окружно-
стей треугольников AEF, BDF и СDE через AR, BR и 
CR соответственно, тогда окружность, содержащая 
эти точки, описана около треугольника ARBRCR. 

Рис. 5

Пусть I — центр вписанной окружности тре-
угольника АВС. Треугольник AEF является об-
разом треугольника АВС при гомотетии с цен-
тром А и коэффициентом k = 0,5, поэтому точ-
ка AR является образом точки I при этой гомоте-
тии, значит, AR — середина отрезка АI. Анало-
гично, рассмотрев гомотетии с центрами В и С и 
коэффициентом k = 0,5, получим, что точки BR и 
CR — середины отрезков BI и CI соответственно. 
Следовательно, отрезки ARBR, BRCR и CRAR — сред-
ние линии треугольников AIB, BIC и CIA соот-
ветственно. Таким образом, треугольник ARBRCR 
также подобен треугольнику АВС с коэффициен-
том k = 0,5. Значит, треугольники ARBRCR и DEF 
равны, поэтому равны и радиусы окружностей, 
описанных около них.

Комментарий. Для решения можно также ис-
пользовать следующие факты: 1) окружность, 
описанная около треугольника DEF, является 
окружностью девяти точек треугольника АВС; 
2) стороны треугольника DEF соответственно 
параллельны сторонам треугольника АВС, так 
как равны радиусы вписанных окружностей 
треугольников AEF, BDF и СDE. 

3.3. Всегда. 
Разобьем все гири на четверки гирь, стоящих 

подряд. Рассмотрим любую из этих четверок. 
Пусть масса первой гири равна m, тогда воз-
можны следующие варианты масс четырех гирь 
(в граммах): 

1) m, (m + 1), (m + 2), (m + 3) или m, (m – 1), 
(m – 2), (m – 3); 

2) m, (m + 1), (m + 2), (m + 1) или m, (m – 1), 
(m – 2), (m – 1);

3) m, (m + 1), m, (m + 1) или m, (m – 1), m, 
(m – 1);

4) m, (m + 1), m, (m – 1) или m, (m – 1), m, 
(m + 1).

В каждом из случаев четверка гирь разбивает-
ся на две пары с равной суммой масс. Действи-
тельно: 1) и 3): I + IV = II + III; 2) и 4): I + III = 
= II + IV (римскими цифрами обозначены массы 
гирь по порядку). 

Следовательно, из каждой четверки можно 
положить две гири в одну кучку, а две другие — 
в другую кучку. Разбиение, осуществленное та-
ким образом, будет искомым.

Комментарий. Объяснить, что любая чет-
верка гирь, стоящих подряд, разбивается на 
две пары с равными суммами масс, можно и без 
разбора различных случаев: положим первые 
две гири в разные кучки (большую — в первую 
кучку, а меньшую — во вторую), следующие две 
гири также положим в разные кучки, но наобо-
рот (меньшую — в первую кучку, а большую — 
во вторую). Так как модуль разности между мас-
сами первой и второй гирь равен модулю разно-
сти между массами третьей и четвертой гирь, то 
такое разбиение будет искомым.

4.1. Да, существуют.
Пусть, например, 

f x x x( ) cos cos ,= +
2
3

π π  g(x) = –cos πx,

тогда 
h x f x g x x( ) ( ) ( ) cos .= + =

2
3

π

Каждая из этих функций определена на мно-
жестве R.

Наименьший положительный период функ-

ции g(x) равен 2
2

π
π

= ,  а наименьший положи-

тельный период функции h(x) равен 2
2
3

3
π
π = .  До-

кажем, что наименьший положительный период 
функции f(x) равен 6. 

Действительно, число 6 кратно 3 и 2, поэтому 

является как периодом функции y x= cos ,
2
3

π  так 

и периодом функции y = cos πx, значит, является 
и периодом их суммы. 

Предположим, что существует такое число T, 
что 0 < T < 6, которое также является периодом 
функции f(x). Тогда для всех действительных 
значений x должно выполняться равенство 

cos ( ) cos ( ) cos cos .
2
3

2
3

π
π

π
πx T x T

x
x+ + + = +
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При x = 0 получим: 

cos cos
2
3

2π πT T+ =  ⇔ 
cos ,

cos

2
3

1

1

π

π

T

T

=

=






 ⇔

⇔ 
2
3

2

2

π π

π π

T k k

T n n

= ∈

= ∈







, ,

,

Z

Z
 ⇔ 

T k k
T n n

= ∈
= ∈





3
2

, ,
,

Z
Z.

Следовательно, 3k = 2n, то есть k — четное 
число. Пусть k = 2m, где m ∈ Z, тогда T = 6m. 
Если m > 0, то 6m ≥ 6.

Полученное противоречие показывает, что 
у функции f(x) не может быть периода, меньшего 
чем 6. 

Комментарий. Существуют и другие при-
меры.

4.2. DA = 18, DC = 22,5.
Докажем, что если отрезки, соединяющие вер-

шины тетраэдра АВСD с центрами вписанных 
окружностей противолежащих граней пересека-
ются в одной точке, то равны произведения длин 
противолежащих ребер тетраэдра, то есть 

DCæAB = DВæAC = DAæBC.
Действительно, пусть отрезки DO1 и АО2, где 

O1 и О2 — центры вписанных окружностей тре-
угольников ABC и DВС, пересекаются в точке N 
(рис. 6). Тогда точки А, D, O1 и О2 лежат в одной 
плоскости, поэтому прямые АO1 и DО2 пересека-
ют ребро ВС в одной и той же точке L. Так как AL 
и DL — биссектрисы треугольников ABC и DВС, 
то по свойству биссектрисы треугольника 

AB
AC

BL
CL

DB
DC

= = .

Следовательно, 
DCæAB = DВæAC.

Рис. 6

Заменив, например, АО2 на BО3, где О3 — 
центр вписанной окружности грани DBC, и про-
ведя аналогичное рассуждение, получим требуе-
мое двойное равенство.

Комментарий. Отметим, что справедливо и 
утверждение, обратное доказанному.

В нашем случае DВæAC = 180, поэтому DA = 18,
DC = 22,5.

4.3. Нет, не может. 
Предположим, что р — простое число. Заме-

тим, что х = –1 — корень многочлена, стоящего 
в левой части равенства. Тогда этот многочлен 
можно представить в виде произведения, то есть 
записать исходное равенство в виде: 

(x + 1)(x4 – x3 + x2 – x + 3) = pk.
При x = 1 это равенство не выполняется ни 

при каких простых р и натуральных k, значит, 
x ≥ 2. Следовательно, каждый множитель в ле-
вой части полученного равенства больше 1, при-
чем второй множитель больше первого. 

Если число р простое, то 
x + 1 = pa, x4 – x3 + x2 – x + 3 = pb,

где а и b — натуральные числа и b > a. Тогда вы-
ражение

x4 – x3 + x2 – x + 3
при каком-то натуральном значении x делится 
на x + 1 без остатка, значит, остаток от деления 
многочлена P(x) = x4 – x3 + x2 – x + 3 на x + 1 
при таком x должен делиться на x + 1. По теоре-
ме Безу этот остаток равен P(–1). Следовательно, 
P(–1) = 7 делится на (x + 1), то есть x = 6. 

Подставив х = 6 в исходное равенство, получим: 
7791 = pk, но это невозможно, так как число 7791 
не является простым и не является степенью про-
стого (оно делится на 3, но не делится на 9).

5.1. 0,5. 
Из условия задачи следует, что 

y x− = − − ≥1 1 1 0,
то есть

x − ≤1 1  ⇔ 1 ≤ x ≤ 2.
Аналогично, получим, что 1 ≤ y ≤ 2. Тогда 

0 5
1

1, ,≤ ≤
y

 следовательно, 0 5 2, .≤ ≤
x
y

 Значение 

x
y

= 0 5,  достигается при x = 1, y = 2, удовлетво-

ряющих исходному равенству.
Комментарий. Оценив значения x и y, мож-

но продолжить решение иначе, используя коор-
динатную плоскость. Заметим, что график за-
данного уравнения целиком лежит в квадрате 
АВСD (рис. 7). 

Рис. 7
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Так как этот квадрат лежит в первой коорди-

натной четверти, то выражение x
y

 принимает 

наименьшее значение тогда и только тогда, когда 
y
x

k=  принимает наибольшее значение. Таким 

образом, из всех прямых вида y = kx, где k > 0,
надо выбрать прямую, пересекающую квадрат 
АВСD и имеющую наибольший угловой коэф-
фициент. Этому условию удовлетворяет прямая 
ОВ, где В(1; 2). График заданного уравнения со-
держит точку В, так как при подстановке ее ко-
ординат в это уравнение получается верное чис-
ловое равенство. Следовательно, искомое наи-
меньшее значение равно 0,5. 

5.2. π
12

.

Так как все правильные треугольники подоб-
ны, то у них отношение площади вписанного 
круга к площади треугольника одно и то же

′ = ′ = = ′ =
S
S

S
S

S
S

mn

n

1

1

2

2

... ,

где в знаменателях дробей — площади n треу-
гольников, полученных при разбиении, а в чис-
лителях — площади соответствующих вписан-
ных кругов. Тогда 

′ = ⋅ = = ′
==

∑∑ S m S mS Sk k
k

n

k

n

,
11

где S и SR — площади исходного треугольника и 

вписанного в него круга. Так как радиус круга,

вписанного в данный треугольник, равен 3
6

,  то 

его площадь равна 

π
π3

6 12

2






= .

5.3. Нет, не могут. 
Воспользуемся тем, что любое натураль-

ное число и его сумма цифр имеют одинаковые 
остатки от деления на 9. Следовательно, если 
у двух чисел одинаковые суммы цифр, то разность 
этих чисел делится на 9. Тогда из условия задачи 
следует, что (2n + 1) – n = n + 1 делится на 9.

Предположим, что у чисел 3n – 3 и n – 2 также 
одинаковые суммы цифр. Тогда 

(3n – 3) – (n – 2) = 2n – 1 
делится на 9. В этом случае на 9 должно делить-
ся число 

(2n – 1) – (n + 1) = n – 2,
 но тогда и число 

(n + 1) – (n – 2) = 3 
также должно делиться на 9, что невозможно.

Комментарий. Вторую часть рассуждений 
можно провести иначе. Из того, что n + 1 делит-
ся на 9, следует, что n = 9k – 1, где k — натураль-
ное число. Тогда

3n – 3 = 27k – 6, а n – 2 = 9k – 3.
Следовательно, при делении на 9 первое число 

дает остаток 3, а второе — остаток 6. Поэтому их 
суммы цифр не могут быть равными.

Команда веселых, находчивых и артистичных!
Автор: Т.В. Соколова, учитель математики средней школы № 18,

 г. Электросталь, Московская обл.

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Каждый год для восьмиклассни-
ков проходит городской «Матема-
тический КВН». Тема этого года —
«Числа вокруг нас». На фото — ко-
манда 8 «А» класса, победившая 
в номинации «Самая артистичная 
команда».
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Подписка на журнал и участие в проекте могут быть оформлены как от организации, 
так и от физического лица. При оформлении подписки на сайте оплата производится 
либо по квитанции в отделении банка, либо электронными платежами on-line

Математика – Первое сентября
ж у р н а л

П О Д П И С К А  Н А  В С Е  Ж У Р Н А Л Ы
Д Л Я  В С Е Х  Р А Б О Т Н И К О В  Ш К О Л Ы

НА ПЕРИОД С 1 АВГУСТА 2015 ПО 30 ИЮНЯ 2016 (ВЕСЬ УЧЕБНЫЙ ГОД)

Каждому учителю доступны в Личном кабинете

z 24 журнала (включая журнал «Математика»)

z 35 курсов повышения квалификации

z 460 брошюр по всем предметам

Оформление участия в проекте – круглогодично на сайте digital.1september.ru

Подробности на сайте www.1september.ru

П О Д П И С К А  Н А  О Д И Н  Ж У Р Н А Л

НА ПЕРИОД С 1 ЯНВАРЯ 2016 ПО 30 ИЮНЯ 2016 (I ПОЛУГОДИЕ)

z Печатная версия – 2200 р. (приходит на почтовый адрес)

z Электронная версия на CD – 800 р. (приходит на почтовый адрес)

Варианты подписки

НА ПОЧТЕ ПО КАТАЛОГУ «РОСПЕЧАТЬ» ИЛИ НА САЙТЕ www.1september.ru

Стоимость участия школы в проекте

z 6 тысяч рублей от школы за весь 2015/16 учебный год 

независимо от количества педагогических работников

z Электронная версия (приходит в Личный кабинет) – 500 р.
Личный 
кабинет



МАТЕМАТИКА   декабрь    2015 

 МАТЕМАТИКА — 
ЭТО ШУТКА

Мысль автора книги кажется вам парадоксальной? 
«Понять математику — это то же самое, что уловить 

смысл шутки. Мыслительный процесс в обоих случаях один и 
тот же». 

Это было лишь самое первое впечатление, а затем вспомнился 
один мой ученик, который как бы говорил мне: «Да, это так». 
На уроках математики он прилагал огромные усилия, чтобы 

добиться успехов, весьма скромных с точки зрения программы, 
но чрезвычайно значимых с точки зрения его самоощущения и 

развития его личности. Он получал удовольствие от решения ба-
нальных примеров, да и чувства юмора ему было не занимать. Я 

ему верю.
«Удовольствие от хорошей шутки и озарение в математи-

ке — эмоции одного порядка. Именно поэтому понимание ма-
тематики может быть настолько приятным и захватываю-
щим».

Верю и автору книги, он-то в математике профи, да и изучал не 
только математику, но и философию, и не где-нибудь, а в Оксфор-
де, работает куратором научного музея и ведет математическую 
колонку в  «Гардиан». И он умеет писать — научно-популярные 
бестселлеры, принадлежащие его перу, получили уже не одну 
литературную премию. На русском языке выходила его книга 
«Алекс в Стране Чисел. Необычайное путешествие в волшебный 
мир математики». 

Ему удается рассказать о математике увлекательно и красиво, 
просто о сложном. Он показывает, что математика окружает 

нас повсюду, что «числа правят миром»: нет такой обла-
сти человеческой деятельности, где были бы не нужны 

математические идеи. 
Ради чего читать эту книгу учителю математики, 

ведь он и так любит свой предмет? Ради эмоций 
и новых озарений. Чтобы привнести в свои 

уроки нотку современности, легкости и 
раскрепощенности. И юмора. 

Приятного чтения вам и вашим 
ученикам!

Л. Рослова

Беллос А. Красота в квадрате. Как цифры отражают жизнь и 
жизнь отражает цифры / пер. с англ. Н. Яцюк.  — М.: Манн, 
Иванов и Фербер, 2015.
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Н. АВИЛОВ,
avilow@rambler.ru,

ст. Егорлыкская, Ростовская обл.
 СНЕЖИНКА 
ИЗ КАПЕЛЕК

Ведущий рубрики — Николай Иванович Авилов — 
на фоне своей коллекции головоломок

 Снежинка — один из символов зимы и Но-
вого года. К новогоднему празднику принято готовиться. Приго-
товимся и мы, сделав замечательную головоломку, чтобы потом 
порадовать необычным заданием своих гостей. 

Но сначала познакомимся с головоломкой времен СССР, кото-
рую в то время неофициально называли «Капельки». Ее элемен-
ты построены на основе плотной упаковки кругов на плоскости. 

Каждый элемент головоломки содержит один круг из такой 
упаковки и несколько примыкающих к нему криволинейных тре-
угольников в различных комбинациях. Всего таких элементов 12, 
не считая симметричных, все они изображены на рисунке. Неко-
торые из них действительно похожи на капельки.

 
Головоломка содержит 13 элементов, элемент № 12 включен 

дважды. Единственное задание этой головоломки заключается 
в упаковке всех 13 элементов в фигурную коробку, изображенную 
на фото. При этом элементы головоломки можно и поворачивать, 
и переворачивать на другую сторону.

Нарисовав циркулем на картоне или плотной бумаге несколь-
ко кругов наиплотнейшей упаковки, можно вырезать игровые 
элементы, руководствуясь приведенным выше рисунком. Голо-
воломка трудная, хотя имеет, как утверждают ее разработчики, 
1641 различное решение. Убедиться в этом можно, если решать 
головоломку, не подсматривая на приведенное фото с решением. 
Попробуйте.

В собранном виде головоломка похожа на скопление снежинок. 
А давайте сложим одну, но большую снежинку, изображенную 
слева. В преддверии приближающегося Нового года это будет 
кстати. 

Проанализировав количественный состав кругов и криволи-
нейных треугольников снежинки, приходим к выводу, что сло-
жить ее из элементов головоломки «Капельки» можно, если чуть-
чуть изменить игровой набор, добавив к 12 основным элементам 
еще один элемент № 7. 

С давних пор снежинки являются объектами математических 
исследований. Иоганн Кеплер в своем трактате «Новогодний по-
дарок, или о Шестиугольных снежинках» пытался объяснить их 
шестиугольную природу, но первым обосновал, почему снежин-
ки имеют шестиугольную форму, Рене Декарт. 

Наша новогодняя снежинка тоже шестиугольной формы и тоже 
состоит из капелек. Так что с наступающим Новым годом вас, лю-
бители головоломок журнала «Математика»!

К материалу есть приложение в вашем Личном кабинете на сайте www.1september.ru
(Решение головоломки.)
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В мае 2015 года исполнилось 20 лет со дня окончательного доказательства Великой 
теоремы Ферма. Как известно, эта честь принадлежит англичанину Эндрю Уайлсу.

История иногда совершает интересные повороты. Одна из самых интересных исто-
рий в науке связана именно с этой теоремой.

Пьер Ферма, который в 1637 г. сформулировал теорему, названную его именем, 
родился в 1601 г. во Франции. А в 1603 г. умерла английская королева  Елизавета I. 
Как известно, Ферма не хватило всего лишь полей книги, чтобы записать доказатель-
ство, а вот математикам не хватило 350 лет, чтобы доказательство найти. А нашлось 
оно в годы правления второй Елизаветы на британском престоле. 

В Букингемском дворце хранят традиции своего народа и государства, одна из ко-
торых – отмечать рыцарством  значительные достижения в науке. Так было с сэром 
Исааком Ньютоном. Так же и с сэром Эндрю Уайлсом. Интересно, где происходит 
посвящение в рыцари? Наверное, в тронном зале дворца, но это всего лишь моя ги-
потеза. Надо проверять.

Мы начали наше путешествие в Кембридже, где Уайлс родился, где им была про-
читана лекция с доказательством Великой теоремы,  и в Оксфорде, где он учился. Ко-
нечно, для математического путешествия это не случайно. Британия сильна своими 
традициями не только государственными, но и математическими. Есть они и у нас. 
Главное, чтобы мы не забывали о них: не только хранили, но и развивали. 

Л. Рослова

БУКИНГЕМСКИЙ ДВОРЕЦ

mat.1september.ru     Подписка на сайте www.1september.ru  или по каталогу «Почта России»: 79073 (бумажная версия); 12717 (CD-версия)

декабрь
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